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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Conjuntos
Definiciéon: Un conjunto es una coleccion de elementos en la que no se repite ninguno.

Notacién: Los conjuntos se suelen denotar con letras maytsculas y sus elementos con
letras mintsculas.

Eremplos: N, 7., 7V Q, R,...

Igualdad entre conjuntos: Dos conjuntos S y 7" son iguales siy solosiVs /s € S —
seTyVt/teT—=1teS

Subconjuntos:Dados dos conjuntos Sy 7', se dice que S es subconjunto de T'y se denota
por S C T, siy solo si
Vs /seS=seT

Proposicion: Dados dos conjuntos Sy T, S=T<«<= ScTyTcCS

Demostracion:  (a) S=T = Vs /seS=seT=S5SCT vy
Vi/teT=teS=TcCS

(by SCT=Vs/seS, seT B
TCS=Vt/teT tes =5=T

Unién de conjuntos: Dados dos conjuntos Sy T, se define la union de los conjuntos S

5



Introduccién

y Ty se denota por S UT al siguiente conjunto:

SuUT={x/zeS 6 €T}

Ejemplo:
S =1{1,5,2,6}, T = {3,8,5,9) = SUT = {1,5,2,6,3,8,9}
Union de varios conjuntos: SUTUV..={z /xeSo6xecT 6 zeV.}

Intersecciéon de conjuntos: Dados dos conjuntos S y 7T, se define la interseccion de los
conjuntos S y 1"y se denota por S NT al siguiente conjunto:

SNT={x/zeS y zeTl}

Si SNT =, entonces se dice que S y T son conjuntos disjuntos.

Ejempla:
S=1{1,5,2,6), T = {3,8,5,9) = SNT = {5}

Interseccion de varios conjuntos: SNTNV..={x /zeSyxzeTy ze€V.}

Diferencia de conjuntos: Dados dos conjuntos S y T tales que S C T, se define la
diferencia de los conjuntos S'y T'y se denota por T'— S al siguiente conjunto:

T—-S={z/xze€T y x¢5}
Ejemplo:
S=1{5}, T=1{3,8509}=T-5=1{38,0}
Como SCT=SUT=TySNT=S

FEjercicio: Si S C T, demostrar que T — (T'—S) =S

() T—(T—-S)CS:
sieeT—(T—-9)=2xeTyae¢T-S=2xclTyreS=0ecS=T-(T-S)CS

(b)yScT—(T-29):
sireS=2xel=0elTyeg¢T—-S=0eT—-(T-S)=SCcT—-(T-1S5)
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1.2. Productos cartesianos

Un producto cartesiano es un par ordenado. Por lo tanto, dados dos conjuntos S'y T,
definimos el producto cartesiano de S 'y T'y denotamos por S x T" al conjunto definido de la
siguiente manera:

SxT={x/z=(st),seS teTl}

En general, S x T #T x S
Ademas, se denota S? = S x S
SiS==8xT=T

Ejercicios:
1. Dados S ={1,7,5,3} y T' = {2,4, 5,6}, calcular:

n SxT

n T'x S

JIx §S=58x1T7?
(SXT)xS=8x(Tx9)

2. Demostrar que: SXT =T xS<«<=S=T65= 06T =

3. Demostrar que: S X T =S xU <= T =U

1.3. Relaciones de equivalencia

Una relacion de equivalencia es un subconjunto de un producto cartesiano con una
serie de propiedades. Por lo tanto, sea X # y R C X2 = R es una relacion de equivalencia
en X si cumple las siguientes propiedades:

» Propiedad refleviva: (r,r) € R,Vr € X
= Propiedad simétrica: (x,y) € R = (y,z) € R

» Propiedad transitiva: (x,y) € R, (y,2) € R = (z,2) € R
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Notacion: (x,y) € R también se escribe 2Ry

Ejemplos:
1. X ={1,2,3} =R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} es relacion de equivalencia en X

2. R={p/p=(x,y) € Z" XxZ" y x < y} no es una relacion de equivalencia ya que no
cumple la propiedad reflexiva.

Ejercicio:
Sea R ={p/p=(x,y) € Z* x — y divisible por 3}, demostrar que R es una relacion de
equivalencia.

i. xRx ya que x — x = 0 es divisible por 3
ii. 2Ry = yRx ya que si x — y es divisible por 3 = y — x también es divisible por 3

iii. xRy, yRz = zz ya que si © —y e y — z son divisibles por 3, su suma también lo sera,
por lo tanto © — z = (z — y) + (y — 2) es divisible por 3

Por lo tanto R es una relacion de equivalencia.

Particiéon de un conjunto: La particion de un conjunto X es una descomposicion del
conjunto X en subconjuntos disjuntos tales que cada uno de los elementos de X pertenece a

alguno de los subconjuntos.

Ejemplo:

Sea X ={1,2,3,4,5}

({1},{3,5},{2,4}) si es una particion de X

({1,2},{2,3,4},{5}) no es una particion de X ya que el 2 aparece en dos subconjuntos
({1,3},{4,5}) tampoco es una particion de X ya que el elemento 2 no aparece en ninguno

de los subconjuntos
R-clase de equivalencia: Una R-clase de equivalencia de un conjunto X es un conjunto

de todos los elementos y € X tales que estan relacionados con otro elemento z € X mediante
una relacion de equivalencia R. En este caso esta R-clase de equivalencia se denotaria por:

tR={y/y€X, (r,y) € R}
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Las R-clases de equivalencia de un conjunto X forman una particion de dicho conjunto
obtenida a partir de una relacion de equivalencia R

Eremplo:

Sea X ={1,2,3} y R ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}, entonces 1R = {1, 2},
2R = {1,2},3R = {3}, por lo tanto tenemos la particion formada por (1R,3R), ya que
1R =2R

Observaciones:

1. Las R-clases de equivalencia de un conjunto o bien son disjuntas o bien son iguales

2. Podemos construir una particion con las R-clases de equivalencia

Teorema: Sea un conjunto X # y R una relacion de equivalencia en X, entonces

i.siaRN2'R # = 2R = 'R, o sea, las R-clases de equivalencia son disjuntas dos a
dos

ii. © € 2R,Vx € X, o sea, cada elemento esta en al menos una R-clase de equivalencia

Por lo tanto, las R-clases de equivalencia forman una particion.

Demostracion:

i. Supongamos que tRNZ'R # = Jy€aR /y € 'R = (x,y) € Ry (¢/,y) € R =(por
la prop. transitiva) (z,2’) € R
Por otro lado, Vz / z € 2R = (2/,2) € R y como (z,2') € R = (z,2) e R = z €
TR = 'R C 2R
Igual se demuestra que xR C 'R, por lo tanto, 2R = 2'R

ii. Decir que x € R es lo mismo que decir que (z,x) € R y esto se cumple siempre por
la propiedad reflexiva

Conjunto cociente: Se denomina conjunto cociente X /R al conjunto de las R-clases de
equivalencia en un conjunto X segun la relacion de equivalencia R.

Eremplo:
Sean el conjunto X = {1, 2,3} y larelacion de equivalencia R = {(1,1),(2,2),(3,3), (1,2),(2,1)},
el conjunto cociente viene dado por X/R = {{1,2},{3}} = {IR,3R} ya que IR = 2R
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Ejercicios:

1. Demostrar que R = {(0,0), (1,1),(2,2),(3,3),(0,2),(1,3),(2,0),(3,1)} es una relacion
de equivalencia de X = {0,1,2,3}

2. Encontrar las R-clases de equivalencia del conjunto X del ejercicio anterior segun la
relacion de equivalencia R descrita

3. Definir el conjunto X /R del ejercicio anterior

4. Sea A= {p /p= (z,y) € Z*> tal que (z — y) es divisible por 3}. Probar que A es
una relacion de equivalencia en Z y encontrar las A-clases de equivalencia. El conjunto
cociente definido por esta relacion de equivalencia se denotard por Zs, jcual es dicho
conjunto cociente?

5. Demostar que R = S xS es una relacion de equivalencia en S. ;Cudles son las R-clases
de equivalencia?

1.4. Aplicaciones

Correspondencia: Una correspondencia entre dos conjuntos A y B es una regla que
asocia elementos de A con elementos de B.
Una correspondencia entre A y B puede definirse como cualquier subconjunto de A x B

Aplicacion: Una aplicacion entre dos conjuntos A y B no vacios es una correspondencia,
tal que a cada elemento de A se le asocia un elemento de B y s6lo uno.

a: A—DB
a—b

Al conjunto A se le denomina dominio y al conjunto B se le denomina codominio. El
elemento b tal que b = «(a) se le denomina imagen de a y al elemento a se le denomina
contraimagen de b.

El subconjunto de elementos del codominio que son imagen de algin elemento del do-
minio es el recorrido de la aplicacion, esto es, el recorrido es el siguiente conjunto: a(A) =

{ala) [ a e A}

Un subconjunto o de A x B es una aplicacion de A en B si y so6lo si
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i.Vae A=3be B/ (a,b) € «

ii. (a,0)€eay(ab)ea=b=10
Ejemplos:

1. Sean A ={1,2,3} y B ={a,b,c,d}

bke - = =

\

Si es aplicacion No, todos los No, la imagen Si
elementos del debe ser tnica
dominio deben
tener imagen

2. A={(z,y) /z €R, y € (—m, 7|, y = arcsin(z)}

Igualdad de aplicaciones: Sean o : A — By f: S — T dos aplicaciones, se dice
que 'y [ son iguales, « = 3, siy solosi S=A, T =ByVae A= ala) = p(a)

Tipos de aplicaciones:

= Sobreyectiva o suprayectiva: Todo elemento del codominio tiene al menos una con-
traimagen, por lo tanto, dada la aplicaciéon a : A — B, tendremos que Vb € B Ja €

A/ala)=10

= [nyectiva: A elementos diferentes del domino le corresponden imagenes diferentes, por lo
tanto, dada la aplicacion o : A — B, tendremos que Va,b € A / a(a) = a(b) = a=1>

» Biyectiva: Es inyectiva y suprayectiva a la vez.

Ejemplas:
1. S=R, T =[0,1]

a: S—T
s — sin’(s)

Es una aplicacion suprayectiva, pero no es inyectiva ya que si sin?(s) = sin(t) # s =t



12 Introduccién

2. S=R, T =02
a: S—T
5 — sin’(s)

Es una aplicacion que no es ni inyectiva ni suprayectiva

3. S =R?% T =R?
a: S —T
(z.y) — (2% —y? 2zy)
Es una aplicacion que es suprayectiva, ya que un sistema de ecuaciones de la forma
2 2
-y =a

2y _ b tiene solucion para cualquier par de valores a y b reales.

Sin embargo la aplicacion no es inyectiva, dado que si

x=ua

I

y=y
Restriccién de una aplicacién:

Sea una aplicacion v : S — T y sea S’ C S, definimos « restringida a S’, y denotamos
por alg : 8" — T, a la aplicacion que cumple que alg : s — a(s) Vs € S’

2xy =22y

Composicién de aplicaciones:
Sean dos aplicaciones a : S — T'y f:T — V', la composicion de vy 3 es la aplicacion

Ejemplo:

S={1,2,3}, T={a,b,c}, V={A B,C}

a(l)=0b, Bla)=A ] (Boa)(l)=B

a(2)=a, S0 =B b (Foa)2)=A
e flo=c | Boayd=C
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jAtencion! ao  # o a, dado que no coinciden ni dominios ni codominios, de hecho no
podemos calcular « o § dado que el codominio de 3 no coincide con el dominio de «

Operaciones binarias:
Sea un conjunto S # , una operacion binaria es una aplicacion de Sx.S en Sy escribiremos

SxS§S—89
(z,y) — 2y

Ejempla:

En Z*:
(i,7) — i* si es una operacion binaria
(i,7) — i — j no es una operacion binaria, ya que, por ejemplo, 2 —3 = —1 ¢ Z*

(i,7) —> i/j no es una operacion binaria, ya que, por ejemplo, 2/3 ¢ Z*

Propiedades de las operaciones binarias: una operacion binaria definida en un conjunto
S puede tener las siguientes propiedades:

» Asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)
= Conmutativa: a-b="0-a
= Elemento neutro por la izquierda: de € S /e-a=aVa € S

= Elemento neutro por la derecha: 3e € S /a-e=aVa € S

Si existe elemento neutro por la derecha y por la izquierda y ambos son iguales podemos
tener:

» Elemento inverso por la izquierda: Va € S e S /b-a=e

= Elemento inverso por la derecha: Va € S 3be S /a-b=c¢

Si el elemento inverso por la izquierda y por la derecha es el mismo, se denomina inverso
de a y se simboliza por a™*

Teorema: Si una operacion es asociativa y el inverso por la derecha es igual al inverso por
la izquierda, entonces el inverso es tnico.

Demostracion:
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Sean by ¢ inversos de a, tendremos que c=c-e=c-(a-b)=(c-a)-b=e-b=0>

Tabla de multiplicar: La mejor manera de representar una operacion binaria es mediante
una tabla de multiplicar
Ejempla:
Sea S = {1,2,3}, definimos la operacion
1-1=2, 1-2=1, 1-3=3
2-1=1, 2-2=2, 2-3=1
3-1=1, 3.-2=3, 3-3=2
Podemos representar dicha operacion de la siguiente forma:

2%lemento

111213

or 112|113
1" elemento 5T 1121
311|312




Capitulo 2

Grupos

2.1. Estructura de grupo

Ejempla: Rotaciones de un cuadrado:

N —

rl:
1 2 2 3 3 4 4
43 giro de 90° 1 4 giro de 90° 2 1 giro de 90° 3
r2:
1 2 3 4 1 2
4 3] girode 180° 2 1| girode 180° [4 3
r3:
1 2 4 1 3 4
4 3] girode 270° 3 2] girode 270° |2 1] giro de 270°
-HI‘rl‘rQ‘rS‘
I I |rl|{r2|13
rl ||rl |12 3|1
2 |2 (3|1 |rl
r3 |3 |1 |rl]|r2

15

giro de 90°

=N

=~ W

IS

W DN

giro de 270°

AN

W DN
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2.1.1. Definicién de grupo
Un grupo es un conjunto G # en que esta definida una operacion binaria, o : GxG — G,

con las siguientes propiedades:

i. Cerrada o uniforme: Va,b € G = aobe G
ii. Asociativa: Va,b,c € G = (aob)oc=ao (boc)

iii. Elemento neutro: e € G /Va € G, aoe=coa=a

iv. Elemento inverso: Va € G, Ja=' € G Jaoca ' =aloa=¢

Ejempla:

S5 definido como el grupo de permutaciones de tres objetos {1,2,3}:
6_1230_123 0_123}

Tl 23 (T 131271231 (°

(123 (123 (123
T=Y1 32071321 121 3

La tabla de multiplicar de dicho conjunto con la operacién permutaciéon es:

o [[e Jorfo[n [n[n]
e e oy lo_|T | T2 | T3
oy ||ox |0 |e T | T3 | T
o_|lo_|e or | T3 |1 | T

T T1 T3 T2 (& O_ | O4

T2 T2 T T3 o4 | € o_

73 T3 T2 T1 o_ |0y | €

Vamos a comprobar que cumple las propiedades de grupo:

i. El producto de dos permutaciones es otra permutacion (operacion cerrada)
ii. Cumple la propiedad asociativa
iii. Existe el elemento neutro, que es e

iv. Para todas las permutaciones existe otra permutacion de modo que al operar ambas
nos da el elemento neutro, por ejemplo,

-1 _ —1 _
o =0_,71 =T

Observaciones: la operacion definida no es conmutativa
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Ejemplos:

Vamos a ver mas ejemplos interesantes:

= Dado el conjunto X # , tomamos el conjunto Biy(X) = {«a / a es biyeccion de X en
X}
Podemos formar un grupo con el conjunto Biy(X) y la operacion composicion de apli-
caciones: (Biy(X),o)

i. Operacion interna:
f,g € Biy(X) = fog e Biy(X) (visto en ejercicio 8 del tema 1)
ii. Propiedad asociativa:
f.9,h € Biy(X) = (fog)oh = fo(goh), yaque ((fog)oh)(z) = (fog)(h(z)) =
flg(h(z))) = f((goh)(x)) = (f o (goh))(x)
iii. Elemento neutro:
Sea la aplicacion i : X — X tal que Va € X, i(x) = x, por lo tanto
(io f)(z) =i(f(x)) = f(x)
(foi)(z) = f(i(z)) = f(z)
iv. Elemento inverso:
Si f: X — X, definimos f~!: X — X, de modo que si f(z) =y = f~"y) =
x. Tendremos que f~! es una aplicacion biyectiva dado que f también lo es.
(f~ro f)z) = fHf(x) = fy) =z =i(z)

(fof ™) =f(f7 W) = fla) =y =i(y)
de f

} = 1 es el elemento neutro

} = 7! es el elemento inverso

= Definimos el conjunto de las matrices de orden n con determinante distinto de 0, con
la operacion producto de matrices: GL,(R) = (M,xn(R),-)

i. Operacion interna: el producto de dos matrices de orden n con determinante dis-
tinto de 0 es otra matriz de orden n con determinante distinto de 0

ii. Propiedad asociativa: el producto de matrices es asociativo

iii. Elemento neutro: la matriz identidad de orden n es una matriz con determinante
no nulo que es el elemento neutro del producto

iv. Elemento inverso: para todas las matrices de orden n con determinante no nulo
existe otra matriz de orden n con determinante no nulo, donde el producto de
ambas es la matriz identidad.

= Otros ejemplos de grupos son (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), (Q—{0}, -), (R—{0}, ), (Q7, ),
(R+a ')a (C - {0}, '),
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2.1.2. Propiedades

1. El elemento neutro es unico.
Demostracion:

Sean e y ¢ elementos neutros = e =(como €' es elemento neutro)= e oe’ =(como e es
elemento neutro)= ¢’

2. El inverso de un elemento es tnico: Ya € G => a~! es tnico
Demostracion:

Sean b y ¢ inversos de a = b = boe =(como ¢ es el inverso de a)= bo (aoc) =
(boa)oc=(comob es el inverso de a)= c

i.siaob=aoc=b=c

3. Se puede simplificar: Va,b,ceG:{ Hsigobecobma—c

Demostracion:

-1

Seaaob=aoc=ato(aob)=a"'o(aoc)= (a'oa)ob=(a"toa)oc=b=c

4. Asociatividad generalizada: los productos que se obtienen al variar las formas de agrupar
n elementos conservando el orden son iguales.

Demostracion:

Se puede demostrar por induccion partiendo de la asociatividad de tres elementos.

5. El inverso de un producto es el producto de los inversos permutando el orden: (ajo---o
an)_l = a;l o--- oal_1

Demostracion:

Sea (aj0as) ' = a3' = (a10ay) ' oaz =e= (a1 0ay) ' o(a0ay) =e = (a;0ay) o
ayo(azoay’) =a;' = (ay0ay) toa, =a;' =

(ayoay) to(aioa;) =ay'oa;! = (ay0ay) ™ =ay  oay?

Por inducciéon se puede extender la demostraciéon a la inversa del producto de n ele-
mentos.
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2.1.3. Grupo abeliano (o conmutativo)

Un grupo G es abeliano si Va,b € G = aob=boa

g}'e""fﬂ&’-’ (Zv _'_)7 (Rv _'_)7 (R - {0}7 ')7
Proposicion:
1. SiVz € G,22 = e = G es abeliano

2. SiVa,b e G, (aob)? =a’0b* = G es abeliano
Demostracion:

1. (Es el problema 5 de la hoja de ejercicios)
Ve € G2 =e= x ' ox? =a"! = (por la propiedad asociativa)= v = x~"

Tomemos a,b € G = a=a'b=0"! = seaaob=c=alob!=c=(porlas
propiedades del inverso de un producto)=> (boa)™" = ¢ = (boa) = ¢ = boa = aocb = G
es abeliano

2. Sea (aob)? = a?ob® = (aob)o(aob) = (aca)o(bob) = (por la propiedad asociativa)=>
((aob)oa)ob= ((aca)ob)ob=(por las propiedades de simplificacion)= (aob)oa =

(aca)ob=(por la propiedad asociativa)= ao(boa) = ao(aob) = (por las propiedades
de simplificacion)=boa =aob = G es abeliano

2.1.4. Orden de un grupo
El orden de un grupo es el cardinal de ese grupo, O(G) = card(G)

2.2. Subgrupo

2.2.1. Definicién de subgrupo

Un subgrupo de un grupo (G,o) es un subconjunto H # de G tal que bajo la misma
operacion o que G, (H, o) es un grupo.

Observaciones:

1. Gy H tienen el mismo elemento neutro (dado que el elemento neutro es unico)
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2. Siae H= a(_;1 € H, o sea, si un elemento pertenece a H, su inverso también pertenece
a H (el elemento inverso es tinico)

3. {e} y G con la operacion o son subgrupos de (G, o), a estos subgrupos se les denomina
impropios (los demés son los subgrupos propios)

Ejemplos:

= En el grupo de las permutaciones de tres elementos el subconjunto H = {e,o,,0_} es
un subgrupo (con la operacion composicion de permutaciones). Ver tabla de multiplicar
de la pagina 2 de este tema.

» (Z,+) es un subgrupo de (Q,+)

= Los enteros pares son un subgrupo de (Z,+). Sin embargo, los enteros impares no
forman un subgrupo.

Proposicion: Sea H # un subconjunto de GG, H es subgrupo de G si y sblo si Va,y €
H=zoy'cH

Demostracion:

= [=]
HCGyHsubgrupode G =Vye H, Iz=y e H
Sizxe H=VzeH zo2c€H=xo0y ' c¢H

=
HcGyxoyteH Vo,ye H

l'—gzox7 '€ H= e € H: tiene elemento neutro

i. Siz=y=al=y =0y
ii. Siye H=y '€ H yaquee € H = (comoVz,y € H,zoy ' € H)= eoy™! € H:
tiene elemento inverso
iii. roye Hyaquey ' e H= (y ) ' e H=ao0(y)Y'e H=20y € H:
operacion interna
iv. (toy)oz==xo0(yoz), Vo,y,2 € H ya que z,y,z € Gy G es un grupo con la
propiedad asociativa
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Proposicion: Dado un grupo G, la interseccion de dos subgrupos de G, Hy y Hs, es un
subgrupo de G.

Demostracion:

H=H NHy# yaquee € Hy ye € Hy

Vo,yc H=aoc H,yc H,v € Hy,yc Hy=aoy ' € H,voy '€ Hy=zoy'c
Hy N Hy = H, por lo tanto, por la proposiciéon anterior, H es un subgrupo.

2.2.2. Subgrupo generado por un subconjunto S de ¢

Sea S C G, con S # , definimos (S) = {s]" o---08™ /neN s, € S;m; € Z,1 <i<n},
donde n es cualquier nimero no fijo y los exponentes pueden ser negativos. El conjunto (S)
formado de esta forma es subgrupo de G y se denomina subgrupo generado por S

Demostracion:

(S) # ya que Vs € S,s = s € (5), ademas S C (S)

Si z,y € (S), con x = " o0 8" siendo $q,....,8, € Sy my,....,m, € Z, y con
Y= tlll 0---0 téi siendo t1,....t; € Sy ly,....l; € Z.

Como y ' =t;"o---ot;", tendremos que zoy ' = s 0---085™ ot io---0t;" € (S),
dado que es un producto de elementos de S elevados a potencias enteras, por lo tanto (S) es
un subgrupo.

Eremplo:
Tomemos el subconjunto S = {o,,0_} del grupo S3 de permutaciones de tres elementos.
En este caso, el subgrupo generado es (S) = {e,04,0_}

2.2.3. Subgrupo generado por un elemento a de ¢
Sea S = {a} C G, denotaremos (a) y lo llamaremos subgrupo generado por el elemento a
al subgrupo (a) = {a* / k € Z}

El subgrupo generado por un elemento es un caso particular del subgrupo generado por
un conjunto.

Ejempla:

Tomemos el elemento 7 del grupo Ss. El subgrupo generado sera () = {e, 2}
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2.2.4. Sistema generador de G

Sea S C G con S # , diremos que S es un sistema generador de G si se cumple que (S) = G

Eremplo:
El subconjunto S = {7y, 7o, 73} del grupo de permutaciones de tres elementos es un sistema
generador de S3 dado que

() =G

2.2.5. Grupo finitamente generado

Si un grupo G tiene un sistema finito de generadores se dice que G es un grupo finitamente
generado.

Ejemplo:
El grupo (Z,4+) es un grupo finitamente generado, aunque sea un grupo con infinitos
elementos, dado que todos se pueden generar a partir de 1.

2.2.6. Grupo ciclico

Un grupo G se dice que es un grupo ciclico si existe al menos un elemento z € G tal que
el subgrupo generado por x sea G, o sea, () = G

Ejemplo:

En el grupo de rotaciones de un cuadrado que vimos al principio del tema G = {I,ry, 79,73},
la rotacion de 90°, denominada 71, genera el resto de elementos de GG, dado que I =r;ory0
riory=ri=rior;, ro=rior =712 r3=ryor or =73, por lo tanto dicho grupo es un
grupo ciclico.

2.2.7. Centralizador de H en G

Sea H subgrupo de G, llamamos centralizador de H en G al conjunto C(H) = {z €
G /aox =xo0aVa € H}. Por lo tanto, el centralizador de un subgrupo es el conjunto de
elementos del grupo que conmuntan con todos los elementos del subgrupo.

Propiedad: El centralizador Cq(H) de H en G es un subgrupo de G.

Demostracion:
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El conjunto Cg(H) # , dado que e € Cg(H), porque el elemento neutro conmuta con
todos los elementos.

Siz,ye Cq(H)=Va€ H, aox=x0a y aoy=yoa,comoa '€ H dado que H es
un subgrupo, tendremos que a oy =yoal.

Por otro lado, ao(xoy ™) = (por la propiedad asociativa de los grupos)= (aox)oy™' =(como
x € Cg(H) conmuta con a)= (x o a) oy~ =(por la propiedad asociativa de los grupos)=
ro(aoy™t) =(utilizando las propiedades del inverso de un producto)= xo(yoa™")~" =(como
y € Cq(H) conmuta con a™t)= xo(a~toy)™ =(utilizando las propiedades del inverso de un
producto)= x o (y~' o a) =(por la propiedad asociativa de los grupos)= (x oy ') oa

Como z o y~! conmuta con cualquier elemento de H, tendremos que z oy~ € Cq(H),
por lo tanto Cg(H) es un subgrupo.

Ejemplo:
Dado el subgrupo H = {e,o,,0_} del grupo de permutaciones de tres elementos Ss,
tendremos que Cq(H) = H

2.2.8. Centro de ¢

Se define centro de G' como el centralizador de G en G, por lo tanto Z(G) = Cq(G).
El centro de GG es un subgrupo.

Eremplo:
Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3, el centro de dicho grupo sera

Z(G) = {e}

2.2.9. Conjugado de S

Sea S C G con S # yseaa € G, se llama conjugado de S por a al conjunto
S,={atoxoa/xe€S}

Ejemplos:

= Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3 y dado el subconjunto S =
{71, 72} tendremos que S,, = {73, 7}, ya que 7, ' = 7, por lo tanto (1, ' o1) o =
(moT)om=o0,0T=T3y (T, 0m)om=coTy =Ty

= Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3 y dado el subconjunto S =
{1, 72} tendremos que S,, = {7, 73}, ya que o' = o_, por lo tanto (¢;' omy) 00y =
(0_om)oo, =mo0, =ny(0;'on)oo, =(0_om)oo, =700, =13
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Propiedades del conjugado de S:

1. La aplicacion a: S — S, es biyectiva

r—>alozxoa

2. (S.)y = Seop, Va,b € G, dado que (S,), = {b'o(atoxoa)ob / z € S} =
{(aob)™toxo(aob) /x€S}= S

3. S=25,,dadoque S. ={etozoe/xeS}={zr/2e8S}=S5
4. SiScG=S5,CcG

5. 5015 CcT=S,CT,

2.2.10. Normalizador de S en (¢

Sea S C G con S # , se llama normalizador de S en G a Ng(S) ={a € G/ S, = S}.
Por lo tanto, es el conjunto formado por aquellos elementos del grupo cuyo conjugado de S
por dicho elemento es el propio S.

Ejempla:

En el grupo de las permutaciones de tres elementos Ss, el normalizador del subconjunto
S = {7, 72} en G es el conjunto Ng,(S) = {e, 13}, dado que S, = S, yaque (e ‘o )oe =7
y (e7tomy)oe =Ty, y por otro lado S, = S yaque (753 07 )o7s = (1307)om3 =0_0T3 =Ty

Y(73_107'2)07'32(73072)073=0+073271

Propiedad: El normalizador Ng(S) de S en G es un subgrupo de G.

Demostracion:

Tenemos que Ng(S) # dado que e € Ng(S) ya que siempre se cumplird que S, = S

Si CL,bENg(S) :>Sa:Sb:S

Como Syep-1 = (Sa)p-1 = Sp-1 dado que S, = S y como S = S, = (S)p-1 = Sp-1
tendremos que S = S,-1, por lo tanto a o b= € Ng(S), por lo que Ng(S) es un subgrupo.
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2.3. Clases laterales y Relaciones de equivalencia

2.3.1. Definicion de clase lateral

Sea H un subgrupo del grupo G y sea a un elemento de G, se llama clase lateral (o coset)
por la izquierda de H al conjunto aH = {r € G /x=aoh, Vh € H}

Anélogamente definimos clase lateral por la derecha al conjunto Ha = {x € G |/ = =
hoa, Vh € H}

Ejemplos:
1. Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S5 y dado el subgrupo H =
{e,0.,0_}, las clases laterales por la izquierda y por la derecha de dicho subgrupo son:

eH = H, He=H
o_H=H, Ho_ =H
O-+H:H, HU+:H

nH={r,1,mn}, Hn ={n,mn 13}
nH ={1,7,m}, Hrn={n,mn, 13}
3H = {71, 70, 73}, H13 = {711, 70, 73}

2. Dado el grupo de las permutaciones de tres elementos S3 y dado el subgrupo H =
{e, 71}, las clases laterales por la izquierda y por la derecha de dicho subgrupo son:

eH = H, He=H
o H={o_,13}, Ho_={o_,m}
orH = {O-+a7_2}a Ho, = {U+’T3}
7'1H = H, H’Tl =H
nH ={o+,n}, Hr={o_,mn}
H ={o_,13}, Hr={o+,713}

Observaciones:

1. La clase lateral por la izquierda aH no tiene por qué coincidir con la clase lateral por
la derecha Ha (ejemplo 2).

2. La igualdad de clases no se refiere a los productos individuales sino a conjuntos com-
pletos (en el ejemplo 2 eH = 71 H)

3. Las clases o son disjuntas o son iguales y todo elemento del grupo esta en alguna de
las clases, por lo tanto las clases laterales proporcionan una particion de G.
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4. El elemento que define la clase esta en la clase.

iImportante!: Repasad las clases de equivalencia y las relaciones de equivalencia.

2.3.2. Relacién de equivalencia

Sea H un subgrupo de G, definimos el conjunto Ry = {(z,y) € G x G /vt oy € H},
dicho conjunto es una relacion de equivalencia.

Demostracion:

1. Propiedad reflexiva:

(v,7) € Ry, Vo € G ya que vt ox = e € H dado que H es un subgrupo

2. Propiedad simétrica:
(r,y) € Ry = v oy € H =(como H es subgrupo)= (x"'oy)t € H=y lox e
H= (y,z) € Ry

3. Propiedad transitiva:
(v,y) € Ry, (y,2) € Ry = x oy e H, y oz e H =(como H es subgrupo)=
(z7toy)o(ytor)=a"loz € H=(2,2) €ERpy

Si escribimos xRy cuando (z,y) € Ry, las clases de equivalencia zH son las clases de H
por la izquierda.

Teorema: Sea H un subgrupo de un grupo G, las clases por la derecha (por la izquierda)
en G forman una particion de G (coleccion de subconjuntos disjuntos de G cuya union es G).

Demostracion:

1. Cada elemento de GG aparece en al menos una clase por la derecha (por la izquierda),
vaquesige G=g€ Hgyaqueeec H

2. Sean Ha y Hb dos clases de H en G, supongamos que HaN Hb # = dr € G [ x =
hoa,z =hobcon h,h € H=hoa=hob=a=h"toh'ob, comoh toh' € H por
ser subgrupo = a = h"ob = a € Hb = Ha C Hb. De la misma forma se demuestra
que Hb C Ha, por lo tanto Ha = Hb

Como todo elemento de G estd en alguna clase y las clases o son iguales o son disjuntas
formaran una particion de G.
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2.4. Teorema de Lagrange

El orden de un subgrupo de un grupo finito GG es divisor del orden de G.

Demostracion:
Sean Hgy, ..., Hg, las clases por la derecha de H en G que sean disjuntas (que formen
una particion), en este caso tendremos que O(G) = card(Hgy) + ... + card(Hg,), ademés

card(Hgy) = card(H) Vk, ya que si definimos la aplicacion O, : H — Hg , dicha apli-
a — ag

cacion es biyectiva, ya que es suprayectiva (por definicion de clase) e inyectiva porque si

O4(a) = Oy4(b) = ag = bg = a = b. Por lo tanto, card(Hg) = card(H) por ser biyectiva y

por tanto, si tenemos n clases se cumplira que O(G) = n - card(H)

Consecuencias:

1. El orden de un subgrupo H de G es divisor del orden de G
Ejemplo:

G =1{1,2,3,4,5}, H = {1,2} no puede ser nunca un subgrupo de G aunque no conoz-
camos la operacion definida en G

2. Siel orden de G es primo, entonces G no tiene subgrupos propios, tendra solamente los
impropios: {e}, G

Ejemplos:

a) Determinar los subgrupos del grupo cuya tabla de multiplicar es:

[ I[A[B[C]
IT[A|B]|C
A|A[T|C[B
B[B[C|T|A
CICIBIA[T

(Grupo de Klein)

Los subgrupos seréan de orden 1, 2 6 4.
Orden 1:{7}

Orden 2: {I, A}, {I,B},{I,C}

Orden 4: G ={I,A,B,C}
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b)

Determinar los subgrupos del grupo C5 cuya tabla de multiplicar es:

| L[A[B|C]D]

I |I |A|B|C|D
A|lA|B|C|D|I
B{B|C|D|I |A
c|c|D|I |A|B
D|D|I |A|B|C

(Grupo ciclico de orden 5)

Este grupo no tiene ningin subgrupo propio.

Determinar los subgrupos del grupo de permutaciones de tres elementos S3
Como card(S3) = 6, podemos tener subgrupos de orden 1, 2,3 6 6

Orden 1: {e}

Orden 2: {e, 11}, {e, 7}, {e, 3}

Orden 3: {e,04,0_}

Orden 6: Ss

Determinar los subgrupos del grupo C; cuya tabla de multiplicar es:

|1 [A[B]|C]
[T [A|B|C
A|A[B|C|T
B|B[C|I A
ClC[T|[A[B

(Grupo ciclico de orden 4)

Los subgrupos seréan de orden 1, 2 6 4:
Orden 1: {1}

Orden 2: {I, B}

Orden 4: {I, A, B,C}

Podemos comparar esta tabla con la tabla de la operacion de rotacion de un
cuadrado, se puede ver que es la misma.

Las rotaciones de un poligono regular en el plano forman un grupo ciclico del
mismo orden que el nimero de lados del poligono.
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Teorema:
La condicion necesaria y suficiente para que las clases por la derecha y las clases por la
izquierda proporcionen la misma particiéon de un grupo G es que aH = Ha, VYa € G

Demostracion:

Sia € G=a¢€aH, a € Ha, como las clases por la derecha forman una particion y la
tnica clase que contiene a a es Ha (dado que las clases son disjuntas) y hemos supuesto que
toda particion por la derecha lo es también por la izquierda, tendremos que Ha = aH, Ya € G

Cualquier b € aH también cumple que b € bH = aH = bH

SiaH = Ha, Ya € G, tendremos que la clase por la derecha también lo es por la izquier-
da, por lo tanto las particiones coinciden.

Proposicion:
Sea GG un grupo y H un subgrupo de G, tendremos que aH = Ha < Va € G,Vh €
H, atohoac H

Demostracion:

Supongamos que aH = Ha, Ya € G =VYhe€ H, 3 € H /aoh' =hoa=a'ohoa=
h' e H

Supongamos que Va € G, YVh € H, atohoa€ H= 3V €¢ H /a‘'ohoa=h =
hoa=aoh' = Ha C aH

Por otro lado, Vh € H, aoh € aH = aoh =aoho(atoa) = (aohoa ) oa =
((a)tohoat)oa € Ha, yaque Vo € G,Yh € H, v 'ohoxr e H,comoa ! =z € G la
afirmacion anterior sera vélida, por lo tanto aH C Ha

Si Ho C aH y aH C Ha tendremos que aH = Ha

Observaciones:

Los elementos del normalizador Ng(H) de un subgrupo H del grupo G daré las mismas
clases por la derecha y por la izquierda.

Dado que el normalizador se define como Ng(S) = {a € G / S, = S}, siendo S, =
{a=towoa / x € S}, tendremos que dado un subgrupo H, Va € Ng(H),VYh € H, a 'ohoa =
h' € H, ya que por ser a un elemento del normalizador de H se cumplira que H, = H, siendo
los elementos de H, (y por lo tanto, también los de H) de la forma a™' ohoa, con h € H
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2.5. Subgrupo normal o invariante

2.5.1. Definicion

Un subgrupo H de un grupo G se denomina subgrupo normal o invariante si gohog™! €
H.,Vh € H, Vg € GG. Por lo tanto H es normal en G si y s6lo si Hg = gH,Vg € G

Ejemplos:

1. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal
Demostracion:
Si H es subgrupo de G (abeliano), tendremos que gH = Hg ya que goh = ho g,Vg €
G,Yhe HCG

2. En el grupo de las permutaciones de tres elementos, S3, el subgrupo H = {e,o,,0_}
es normal. Sin embargo, los subgrupos Hy; = {e,n}, Hy = {e,»} y H3 = {e, 73} no lo
So1.

3. El centro Z(G) de un grupo G es un subgrupo normal.

Demostracion:
Por definicion tenemos que Z(G) ={x /x € Gy Vg € G,r0g = gox}, por lo tanto,
dado a € G tendremos que aox =roa,Vz € Z(G) = atoxoa=x€ Z(G)

4. Los subgrupos impropios son normales

Demostracion:

Dado el subgrupo impropio H = {e}, como eo g = g = g o e, tenemos que gH =
Hg,Vge G

Dado el subgrupo impropio H = G, tendremos que gH = G = Hg,Vg € G

2.5.2. Grupo cociente

Sea (G, o) un grupo y (IV,o) un subgrupo normal, definimos grupo cociente (G/N,-) co-
mo el conjunto de elementos de la particion proporcionada por N, G/N, con (aN) - (bN) =
(aob)N.

Recordad que el conjunto cociente G/H es el conjunto de las clases de la particion pro-
porcionada por H. Por lo tanto, cuando dicha particiéon esta proporcionada por un subgrupo
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normal podemos definir una operaciéon - entre clases y el conjunto cociente junto con dicha
operaciéon tendran estructura de grupo, como veremos mas adelante.

Proposicion: Si N es un subgrupo normal, tendremos que si aN = a'N y bN = ' N se
cumple que (a0 b)N = (a’ o V)N

Demostracion:

Sea aN = ' N, tendremos que a € aN = I’ € N Ja=d on/

De igual modo si bN =6'N =bebN = 3In" € N /b=Von”
EN

eN por ser normal

—N—
Por lo tanto, aob =a’ on'ob on” =a obo ((Von ol) on’)=d ob on™ con
n” € N, asi tendremos que aob € (a’ oV/)N, por lo que (a o b)N C (a’ o b')N
Como las clases laterales forman una particion, si (aob)N C (@' ot/)N = (aob)N N(a' o
VYN # = (aob)N = (d' oV/)N
Por lo tanto, el producto de las clases del conjunto cociente G/N es independiente de los
elementos elegidos para calcularlo si el subgrupo es normal.

Teorema: El conjunto cociente G/N con el producto de clases (aN) - (bN) = (a o b)N es
un grupo.

Demostracion:

1. Operacion interna: (aN) - (bN) € G/N ya que (aob)N es uno de los elementos de la
particion definida por el subgrupo N

2. Propiedad asociativa: ((aN) - (bN)) - (¢N) = ((aob)N)-¢N = ((aob)oc)N =(como G
es un grupo tendremos que (aob)oc=ao(boc))=(ao(boc))N =(aN)-((boc)N) =
(aN) - ((bN) - (¢N))

3. Elemento neutro: la clase eN = N es el elemento neutro del producto de clases ya que
(aN)-(eN)=(aoe)N =aN

4. Elemento inverso: dada una clase a/N existe una clase inversa a=* N, tal que su producto
es el elemento neutro, ya que (aN) - (a™'N) = (aoa™')N =eN =N

Eremplo:
Sea el grupo S3 de las permutaciones de tres elementos y el subgrupo normal H =
{e,0.,0_}, definimos las clases £ = eH = {e,0.,0.} = 00, H = 0. H, A = nH =

{7-17 T2, 7-3}
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Tendremos que

E-FE=(eH) - (eH)=(eoe)H =e¢H =F
E-A=(eH)-(mH)=(eonn)H=1H=A

A-A=(nH) (nH)=(nomn)H =eH = FE Por lo tanto, la tabla de multiplicar es:

(G/H,) [[ETA
E E|A
A AE

Podemos ver que dicho conjunto de clases con la operacion producto de clases es un grupo.

Si hubiesemos tomado G = S3 y H = {e, 71}, como H no es un subgrupo normal, no
podemos definir el grupo cociente G/H, ya que, por ejemplo o H = 13H, pero (6_H) -
(0,H)=(0_00,)H =eH = H ={e, 1}, sin embargo (13H)- (0, H) = (t300,)H = nH =
{m, 0. }. Como vemos H # 1oH, por lo que la operacion entre clases no esta bien definida.
Esto es debido a que el subgrupo utilizado no es normal.

2.5.3. Grupo simple

Un grupo simple es aquel grupo cuyos unicos subgrupos normales son los impropios ({e}
y el propio grupo).



Capitulo 3

Homorfismos de Grupos

3.1. Homomorfismo

3.1.1. Definicién de homomorfismo

Sean (G1,0) y (Ga,-) dos grupos y f una aplicacion de Gy en Gy, f : G — Go. La
aplicacion f es un homomorfismo de grupos si V,y € G; tenemos que f(zoy) = f(x)- f(y)

3.1.2. Clasificacion de homomorfismos

Sea f un homorfismo entre grupos, tendremos que:

1. Si f es inyectiva, entonces f es un monomorfismo
2. Si f es suyprayectiva, entonces f es un epimorfismo

3. Si f es biyectiva, entonces f es un isomorfismo

[somorfismos entre un mismo grupo se llama automorfismos.

Dos grupos son isomorfos si se puede establecer un isomorfismo entre ellos.

33
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Ejemplos:

1. Sean (R, +) y (R*,-), establecemos la aplicacion f: R — R* ,
x — exp(x)

tendremos que f(x +y) = exp(z +y) = exp(z) - exp(y) = f(x) - f(y). Por lo tanto es
un homomorfismo, como ademas f es inyectiva serd un monomorfismo.

f(x)
1257
1007

w7
507

25T

2. Si tomamos (R,+) y (R*,-)y f: R—R" | tendremos que f es biyectiva y por
x — exp(z)
tanto serd un isomorfimo.

3. Sean los grupos G; = (R*,-) y Gy = (R*,-), definimos la aplicacion f(z) = x?. Como
flx-y)=(z-y)?> =22 -y*= f(z)- f(y) serd un homorfismo, pero en este caso f no es
ni suprayectiva ni inyectiva.
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4. Sean los grupos G7 = (R x R — {(0,0)},%) y G» = (R — {0} x ©,0) donde © =
[0,27) C R, donde las operaciones se definen de la siguiente forma

(a,b) * (¢,d) = (ac — bd,ad + be) y (r1,01) o (r2,0) = (11712, 601 + 05)

La aplicacion f: RxR—{(0,0)} — Rt —-{0}x©
(a,b) — (r,0)

con r = (a®?+b*)"/? y § = arctan(b/a) con cos(f) = b

a
(a + b?)1/2 (a2 + b?)1/2
es un isomorfimo, que representa la transformacion de coordenadas cartesianas en po-
lares con el producto.

y sin(f) =

Podemos ver que si f(a,b) = (r1,601) y f(c,d) = (rqg,60s), tendremos que
f((a,b) = (¢,d)) = f(ac — bd, ad + bc) = (r,0)
con
r = ((ac —bd)* + (ad + bc)*)'/? = (a*® + b*d® — 2achd + a*d* + b c* + 2abed)'/? =

r=((a* 4+ 0*) (P + d*)? = riry

ad + be
0 = arct
arctan <ac—bd)’
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. Sea Gy = (GLy(R),-), donde GLy(R) = {(

ac—bd . ad + be

y sin(0) =
r r T1 T2 1

con cos(f) = , como cos(f) = g, cos(fy) = E, sin(f;) = —

y sin(6y) = d tendremos que cos(6) = cos(6;) cos(fy) — sin(6y) sin(0) = cos(by + 62) v
T2

sin(6) = cos(6y) sin(f2) + sin(6y) cos(fz2), por lo tanto mod(6; + 6y, 27) = 6.

Ast que, finalmente, f((a,b) * (¢,d)) = f((a, b)) o f((c,d))

Z) Gszz(R)/ad—bc#O}y-es

a
c
(R*,-), definimos la aplicacion

el producto de matrices habitual, y sea Gy =

f: GLy(R) — R*
a b
(c d) — ac — bd

Por lo tanto es una aplicacion que calcula el determinante de la matriz. Como sabemos
que f(A-B) = det(A- B) = det(A) - det(B) = f(A) - f(B), se cumplird que f es un

homomorfismo

. Consideremos las rotaciones de un triangulo equilatero en el plano y fuera del plano,

de modo que el resultado es otro triaAngulo equilatero. Tendremos que existen tres
rotaciones posibles en el plano (de 0°, de 180° y de 270° en sentido de las agujas
del reloj con eje perpendicular al plano del triangulo), que denominaremos 1,7, y ro.
Ademas tendremos otras tres rotaciones fuera del plano, que corresponden a giros de
180 con tres posibles ejes en el plano del tridngulo y pasando cada uno de ellos por un
vértice y perpediculares al lado opuesto al vértice. Dichas rotaciones las denominaremos
t1, to y t3, en funcion del vértice por el cual pase el eje de rotacion.

La tabla de dichas rotaciones es:

L [rfre [t [t [ts]
1 1 T | T tl tg tg
1 T | T 1 tg tg tl
T2 T2 1 T1 tg tl tg
tl tl t3 tg 1 9 | T71
t2 tg tl t3 1 1 9
tg t3 tg tl Ty | T1 I

Como se puede ver, este conjunto de rotaciones con la operaciéon composicion de rota-
ciones forman un grupo que se denomina grupo diedral de orden 3, Ds3. Dentro de dicho
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grupo diedral se encuentra el subgrupo de las rotaciones en el plano, C3, que es un
grupo ciclico de orden 3.

Ademas se puede comprobar que dicho grupo diedral es isomorfo del grupo de las per-
mutaciones de 3 elementos, Sj.

Todo grupo diedral de orden n es isomorfo del grupo de las permutaciones de n ele-
mentos, también denominado grupo de simetria de orden n.

Proposicion: Sea (G1,0) un grupo y (Ga,-) s6lo un conjunto con una operacion interna.
Si la aplicacion f : Gy — G cumple que f(g1 0 g2) = f(q1) - f(g2) Yg1,92 € G4, entonces
(f(Gy),-) es un grupo, donde f(Gy) ={x € Gy / x = f(g) con g € G}

Demostracion:

Demostramos que cumple las propiedades de grupo:

1.

Operacion interna: Si f(g1), f(g2) € f(G1) = f(91)-f(g2) € f(G1) yaque f(g1)-f(g2) =
f(g1092) y 91092 € Gi ya que (G1,0) es un grupo.

. Propiedad asociativa:

(f(g1) - f(g2)) - fg3) =
f(g1) - f(g2og3) = f(g1) -

Elemento neutro:

Vf(g) € f(G1)3e e f(Gr)/ f(g)-€= f(g) ya que si tomamos € = f(e) con e elemento
wentro de (Gr, o) tendremos que f(g) - = f(g) - £(c) = flgoc) = f(g)

flgi0g2) - flgs) = f((g1092) 0g3) = f(g10(g2093) =
(f(g2) - f(g3))

. Elemento inverso:

Vf(g) € f(Gy)3h e f(G1) ] f(g)-h =€, yaquesitomamos h = f(g~!) donde g~ € G
es el inverso de g en (G, o) tendremos que f(g)-h = f(g)-f(g7!) = f(gog™) = f(e) =¢

Por lo tanto (f(Gy),-) es un grupo.

Proposicion: Si f es un homomorfismo entre los grupos (G1,0) y (Ga, ) se tiene que:

1. f(e1) = ez, donde e; es el elemento neutro de G y ey es el elemento neutro de Gy

2. f(g7") = (f(g9) ' Vg€ Gy
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Demostracion:

L f(g) - fler) = flgroer) = flg1) = f(g1) -e2 = fler) = ez
2.Vge Gy f(g)- flg7h) =flgog™) = fler) =ea= flg™") = (flg)"

Ejemplo:

Sean los grupos G; = (R, +) y G
Tendremos que e; =0 = f(e;) =

1 1
Ademas Vz € Gy o7* :—:c:>f(

) f(—:(f) = eXp(—LL’) = exp(x) = f(SL’) = (f(l’))_

Proposicion: Sea f un homomorfismo entre los grupos Gy y G, tendremos que:

1. Si H; es un subgrupo de Gy, entonces f(H;) es un subgrupo de Gs

2. Si Hy es un subgrupo de G, entonces f~1(Hs) es un subgrupo de G

Demostracion:

1. H, es subgrupo de Gy = Va,y € H, ay~' € H,
Ademas f(H,) # ya que ey € Hy = f(e1) = e € f(H,)

Tomemos X,Y € f(Hy) = Jr,y e Hy | X = f(z),Y = f(y) = XY ' = f()(f(y)) ' =
f@)fly™) = fley™) € f(H1) ya que zy~™" € H;

2. Sean z,y € fY(Hy) = X, Y € Hy /| fH4X) ==, f~(Y) =y, 0 lo que es lo mismo
f(z) = X, f(y) =Y, por lo tanto, XY~ € Hy ya que H, es un subgrupo, entonces
XY =27 = 3z€ fYH) /2= [fY2) = Z=XY"!= fla)(f(y)! =
f@)fy™) = flay™) = f(2) = 2y~ € f7H(I)

Ejemplo:
Sean G = (GL2(R), ) con GLy(R) = {( Z Z ) € Moy o(R) / ad — be # O},
f(A) =ad — bc con A = “ Z y Gy = (R*, ")

Tomemos el subconjunto H = {( 01 ) € Maa(R) /b € R} C GLy(R). Dicho sub-

conjunto con la operacién producto de matrices es subgrupo de G, ya que dadas las matrices
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A:<1 a)EHyB:(l b)eH,tenemosqueB_1:<1 _b>€Hyademés

01 0 1 01
1 a—>
—1 o
AB~' = ( 01 ) eH
Por otro lado, dada una matriz A = (1] Cll € H podemos construir el conjunto for-

mado por todas las imagenes de matrices de H, y tendriamos f(A) =1-1—a-0=1= ey,
por lo tanto el conjunto f(H) = {e2} es subgrupo de G

3.2. Nicleo de un homomorfismo

3.2.1. Definicién

Dado un homomorfismo f entre los grupos Gy y G, definimos el nicleo de f como el
conjunto ker(f) = {x € G1 / f(x) = ey}, donde e5 es el elemento neutro de G

Ejempla:
1. Sean G; = (R, +) y G5 = (R*,+), con el homomorfismo f(x) = exp(z), tendremos que
ker(f) = {0} ya que ker(f) = {z € G1 / f(z) =1}

2. Sean G; = (GLy(R), ") con GLy(R) = {( g Z ) € Mayo(R) / ad — be 0} y

Gy = (R*,-), con f(A) = ad — be siendo A = “ Z
Tendremos que ker(f) = { ( z Z{ ) € Moyo(R) / ad — be = 1}, por lo tanto el niicleo

seran la matrices de orden 2 con determinante igual a 1.

VRS
o

Proposicion: Sea f un homomorfismo entre los grupos G y G, tendremos que:

1. el nicleo de f es un subgrupo normal de G,

2. f es un monomorfismo si y solo si ker(f) = {e;}, donde e; es el elemento neutro de G

Demostracion:
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1. Sean o,y € ker(f) = flay™) = F@ ) = e(f@) " = (F@) " = ' = e =
xy~t € ker(f), por lo tanto ker(f) es un subgrupo de G,

Ademés serd normal si Vg € Gy y Vo € ker(f) se cumple que grg~* € ker(f). Va-
mos a comprobar si es cierto, para ello calculamos f(gzg™) = f(g9)f(2)f(¢7") =

f(@)ea(f(9)™ = f(g)(f(g))~! = eq, por lo tanto grg~* € ker(f), asi que ker(f) es un
subgrupo normal.

2.
Supongamos que [ es inyectiva, si z € ker(f) = f(x) = ey. Ademéas sabemos que
f(e1) = eq, entonces, como f es inyectiva si f(z) = f(e1) = = = e; = ker(f) = {e1}

Supongamos que ker(f) = {e;}. Tomemos f(z) = f(y) = f(x)(f(y))™" = e =
f@)f(y™) = e2 = f(ay™!) = 2. Como ker(f) = {er} = ay™ = e1 = x =y, por lo
tanto f es inyectiva.

Proposicion: Sea f un homomorfismo entre los grupos GG; y Go, tendremos que

1. Si Hy es un subgrupo normal de Gy, entonces H; = f~1(H;) es un subgrupo normal de

G

2. Si H; es un subgrupo normal de G y f es un epimorfismo, entonces f(H;) es un
subgrupo normal de Go

Demostracion:

1. Si Hy es un subgrupo normal de Gy y H; = f~'(H,), tendremos que Vg € G

y Vhy € Hy = 3 € Hy /| f(h) = ha = f(ghig™") = f(g)f(M)f(g7") =
f(9)h2(f(g))~' € Hy ya que Hy es un subgrupo normal. Por lo tanto, 30/ € H, / f(I') =

F@ha(f(9)) ™ = I = [T (f(9)ha(f(9))") € Hi = I = ghag™" € Hy, por lo que H,

es normal.

2. Si H; es un subgrupo normal y f es un epimorfismo, para demostrar que f(H;)
sea un grupo normal de G5 tendremos que demostrar que Vg, € G5 se cumple que

92f (H)gy ' € f(H)y)

Como f es suprayectiva, tendremos que Vgo € Gy 31 € Gy / f(g1) = g2 = Vhy €

Hy, gaf(h)gat = f(g1) f(h)(f(9))™" = Flg) f(h)f(gi") = f(grhagit). Como Hy es
normal, se cumple que gihig;* = W € Hy = f(h') = f(g1h1g; ") € f(H,). Por lo tanto
el subgrupo f(H;) es subgrupo normal ya que gof (H1)gy ' € f(H;) Vg2 € G5
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Proposicion: Sea f un isomorfismo entre los grupos G y G, se cumple que:

1. G es abeliano <= G5 es abeliano

2. (G es ciclico <= G4 es ciclico

Demostracion:

1 =]

Supongamos que G es abeliano, entonces si go, hy € Gy como f es suprayectiva (por
ser isomorfismo) se cumplira que 3g1,h1 € G1 / f(g1) = g2, f(h1) = hy = gohs =

f(gl)f(hl) = f(91h1) :(como G es abeliano): f(h191) = f(hl)f(gl) = hogs = (g es
abeliano

Como f es un isomorfismo, entonces f~! también lo serd, por lo tanto, Vg, h, € H;
podemos escribir g1 = f~1(g2), hy = [~ (hy) con go, ho € Hy = gihy = [~ g2) f 1 (ho) =

(como =1 es un isomorfismo)= f~*(gaho) =(como G5 es abeliano)= f~*(hags) =
7 Yha)f1(g2) = h1g1 = G es abeliano

2. [=]

Supongamos que Gy es ciclico, entonces Jx € G1 / (xr) = G1 = si go € Gy, como f
es suprayectiva (por ser isomorfismo), tendremos que f~'(g2) € Gy = fHg2) = 1 =
" = gy = f(z") = (f(x))" = G3 es ciclico

Se demuestra igual aplicando el resultado a f~! (ya que f es un isomorfismo).

3.3. Descomposicién canénica de un homomorfismo

3.3.1. Homomorfismo canénico: definiciéon

Si H es un subgrupo normal de G, podemos considerar el grupo cociente G/H.
En este caso, la aplicacion I1 : G — G/ H tal que II(g) = gH es un homomorfismo suprayec-
tivo que recibe el nombre de homomorfismo canonico con nicleo H.

Demostracion:
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Vamos a demostrar que la aplicacion II definida anteriormente es un epimorfismo.
Sera un homomorfismo ya que Il(ab) = (ab)H = (aH) - (bH) = I1(a) - T1(b)

Ademés es una aplicacién suprayectiva por construccion, ya que el codominio es el con-
junto de elementos que tienen contraimagen.

3.3.2. Descomposicién candnica

Dado que el nicleo de una aplicacion f siempre define un subgrupo normal Ny de un
grupo dado G, siempre podemos definir el homomorfismo canonico de nicleo Ny de la sigu-
iente manera f : G — G/N; tal que f(g) = gN}. Dicho homomorfismo canénico se denom-
ina descomposicion canonica del homomorfismo.

Proposicion: Dados dos grupos Gy y G, cualquier homomorfismo f entre GG; y G5 puede
descomponerse en dos homomorfismo IT y I', de modo que f =T oIl con IT: Gy — G /N}
de modo que II(g) = gN; y con I' : G1 /Ny — G de modo que I'(gN}) = f(g), siendo II
suprayectiva y I' inyectiva

! X
G -5 G /Ny - Gy

Demostracion:
Ya hemos visto que IT es un homomorfismo suprayectivo ya que Ny es un subgrupo normal.

Por otro lado, es facil ver que I' es un aplicacion ya que cumple que si Ny = yN; =
f(x) = f(y). Esto es debido a que si 2Ny = yN; = y = xn con n € Ny = (como [ es apli-
cacion)= f(y) = f(azn) = f(y) = f(z)f(n) = f(x)e = f(z). Por lo tanto I : G1/N; — Gs
con I'(aN}) = f(x) es una aplicacion.

Ademas sera un homomorfismo ya que I'(z Ny - yNy) = T'((zy)Ny) = f(zy) = f(x) f(y) =
F(fo)F(SL’Nf)

Por otro lado I' es inyectivo ya que si tomamos un elemento zA; del nacleo de I, ten-
dremos que I'(aN}y) = ex = f(z) = ea = x € Ny = aN; = Ny, por lo tanto vemos que el
tnico elemento que pertenece al nicleo de I' es el elemento neutro del grupo Gy /Ny, esto es
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N, por lo tanto T es inyectiva (ker(T') = {N}})

Observaciones:

1. Si f es suprayectiva, entonces I' también lo es, ya que si y € G5, podemos tomar

reG /) flx)=y=T@N;) = f(z) =y=Vy e Gy IaN; € G /N; | T(xNy) =y

2. Sea f : Gy — G5 un homomorfismo suprayectivo entre los grupos GG; y G5 con ntcleo
N, tendremos que G1 /N es isomorfo a Gy

Ejemplos:

1. Sea f: (R,+) — (R*,-) , tendremos que Ny = {z / f(z) =1} = {0} por tanto
r — exp(x)
(R,+)/ Ny ={aN; Jz eR}={{z} /z e R} =R
Im: R — (R, —|—)/Nf r: (R, —|—)/Nf — (R*,")
r — {z} ’ {z} — exp(z)

2. Sean Gy = (GLs(R), ), Gy = (R*,-) con
GLy(R) = {A _ ( .« ) € Mowo(R) / |A| = ad — be # 0}

b

v f(A) =ad — bc = |A] dondeAz(Z d

En este caso Ny = ker(f) = {A = z Z ) € Maoya(R) / |A| = ad — be = 1}, por lo
tanto G1 /Ny = {MN; | M € GLy(R)}.

Como |B| = 1VB € N; = ker(f), tendremos que MN; = {A € May»(R) / |A| = |M]},
por lo tanto G1/N; = {{A € Mays(R) / |A| = m},Vm € R}, o sea, el conjunto co-

ciente esta construido con conjuntos de matrices que tienen el mismo determinante.

II: Gl — Gl/Nf I': Gl/Nf — (R*>)
M — {A€ Mya(R) /[ [A]l = M|} = MN; MNy — |M]
suprayectiva biyectiva
G 5 GN B R
suprayectiva
f

M — matrices con determinante | M| — |M]|
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3. Tomemos G; = (R,+) v G2 = (GLx(R),-) con f(x) = ( _Z?I?Eg (S:g;((fc)) ), ten-

dremos que Ny = ker(f) = {27k, k € Z}, por lo tanto,
G /Ny ={{x+2rk, k€ Z}, 0 <z <2r}

II : G1 — Gl/Nf
y — {x+2nktalque k € Z,0 <z <2my=ux+27nconn € Z} = aN; = yN;

T: Gl/Nf — (GL2(]R)>)
cos(x) sin(x) )

Ny — —sin(z) cos(x)



Capitulo 4

Anillos y Cuerpos. Homomorfismos entre
Anillos

4.1. Anillos y Cuerpos

4.1.1. Anillos

Se denomina anillo a un conjunto A dotado de dos operaciones binarias cerradas, que
denominaremos por convencién suma y producto y representaremos por + y -, respectiva-
mente, que cumplen las siguientes propiedades:

i. (A,+) es un grupo abeliano.
ii. El producto - es asociativo.
iii. Se cumple la propiedad distributiva

a-(b+c¢)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a, Ya,bce A

Definiciones:

1. El inverso respecto a la suma se llama opuesto. Por notacion, al opuesto de un elemento
dado a lo representaremos por —a.

2. El elemento neutro de la suma lo denotaremos por 0 y lo denominaremos elemento cero.

3. Si el producto es conmutativo, se dice que (A, +,-) es un anillo conmutativo.

45
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4. Si existe un elemento, que denotaremos 1, tal que
a-1l=1-a=a, VYaeA

diremos que (A, +,-) es un anillo con unidad.
En este caso, el elemento 1 recibe el nombre de elemento unidad. Dicho elemento unidad
es unico.

Demostracion:
Sia,b,ce Ay verifican que a-b=ay a-c= a tendremos que a-b=a-c VYa € A, por
lotantob=c=1

Ejemplos:
» (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.
» (2Z,+,-) es un anillo conmutativo sin unidad.

= Las matrices de orden n con coeficientes reales (M,,(R), +,-) es un anillo no conmuta-
tivo con unidad.

4.1.2. Elementos Invertibles y Anillos de Divisiéon

Definiciones:

1. Sea (A, +, ) un anillo con unidad 1y 1 # 0. Un elemento a de A se dice que es invertible
si existe un elemento b € A tal que a-b=0b-a = 1.

Observacion:

Si a es un elemento invertible de un anillo, entonces b también lo es.

Por notacion, si existe el inverso de un elemento a lo denotaremos por a™?.

Si el inverso existe es tnico.

Demostracion: =1
. N

SiabceAya-b=a-c=b-a=c-a =1, tendremos que ¢ = c¢- (a-b) =(por

asociatividad del producto, ya que es un anillo)= (c-a)-b=1-b=b=c=b

2. Al conjunto de los elementos invertibles de A lo denotaremos por U(A).

3. Los elementos invertibles de un anillo (A, +,-) se llaman unidades de A.
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Ejemplos: U(L) = {£1}, U(Z2) = {[1], [5]. [7], [11]}, U(Zs5) = {[1], (2], [3], [4]}-

Proposicion:
Sea (A, +,-) un anillo con unidad. Si U(A) es el conjunto de los elementos invertibles de
A, entonces (U(A),-) es un grupo.

Demostracion:

1.
2.

La asociatividad se cumple siempre ya que son elementos de un anillo.
Los elementos de U(A) tienen inverso.

1€ U(A)yaque1-1=1 (el 1 es su propio inverso), por lo tanto tiene elemento neutro.

. Sia,be U(A) = a-be U(A),aque (a-b)-(a-b)™' = (a-b)-(b""a)=a-(b-b7')at =

a-a~t =1, por lo tanto (a-b) tiene inverso y al tener inverso pertenece a U(A), por lo

que la operacion es cerrada.

Ejemplos:

= Dadas las matrices de orden n con la suma y el producto de matrices, (M, (R),+,"),

son un anillo con unidad.

La unidades de M, (R) seran aquellas matrices que tienen determinante distinto de
cero GL,(R) = {A € M, (R) tal que |A| # 0}

(GL,(R),-) es un grupo.

Los enteros de Gauss estan definidos por Z[i] = {a + bi € C tal que a,b € Z} € C.
Dicho conjunto con la suma y el producto de ntimero complejos forman un anillo unitario
conmutativo.

En este caso tendremos que las unidades estan dadas por U(Z[i]) = {1, —1,4, —i}, dado
que estos son los elementos que tienen inverso.

= El anillo (Z,+,-) es unitario y conmutativo. Para este anillo tenemos que U(Z) =

{1a _1}

Definicion:
Un anillo unitario (A, +,-), con 1 # 0, se dice que es un anillo de division si U(A) =

A* =

A—{o}.

Propiedades:

Sea (A, -+, ) un anillo, se tiene que:



48 Anillos y Cuerpos. Homomorfismos entre Anillos

l.VaeAa-0=0-a=0,yaquea-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
2. Si (—a) es el elemento opuesto de a para la suma se tiene que:
(—a)-b=—(a-b), a-(=b)=—(a-b) y (—a)-(=b)=a-b, Va,be A
En efecto, como (a-b) 4+ (—a)-b= (a—a)-b=0-b=0, se tiene que (—a) - b es el
opuesto de (a - b)...
3. Si (A, +, ) es un anillo unitario, se tiene que 0 # 1, yaque Va € A,a-0=0ya-1=a

4. Si (A, +, ) es un anillo unitario, se tiene que U(A) C A*, donde A* denota el conjunto
A excluido el elemento neutro de la suma.

Ademas en Z también se tiene que si a-b = 0, entonces 6 a =0 6 b = 0, sin embargo esto
no se cumple en general, por ejemplo, en Zj, [3] - [4] = [0] ¥ [3] # 0y [4] # 0.

4.1.3. Cuerpos

Un anillo conmutativo con unidad (A, +, -) se dice que es un cuerpo si el conjunto A*,
formado por todos los elementos de A excepto el neutro de la suma, es un grupo con respecto
a la segunda operacion.

Por lo tanto (A,+,-) es un cuerpo si (A,+,-) es un anillo conmutativo y (A*,-) es un
grupo. De aqui se puede deducir que si (A, +, ) es un cuerpo, (4, +,-) es un anillo conmuta-
tivo con unidad y ademas U(A) = A*.

Ejemplos: (Q,+,-), (R, +,-), (C,+,-), (Zy,+,-) con p primo, son cuerpos.

Observacion:
Un cuerpo se suele decir que es un anillo de division conmutativo.

Ejemplo:

Existen anillos de divisién que no son conmutativos, como el anillo de los cuaterniones.

Sea
H(R) = {a+ bi+ cj + dk tal que a,b,c,d € R}
donde 2 =2 =k?=—1,il=1li=4,jl=1j=j, kl=1k==k ij=k, jk=iy ki =j,
estas condiciones implican que ji = —k, kj = —1i, itk = —J.
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La suma se define componente a componente:
(a+bi+cj+dk)+ (r+si+tj+uk)=(a+r)+b+s)i+(c+t)j+ (d+u)k
y el producto se realiza multiplicando los términos y utilizando las relaciones anteriores:

(a+bi+cj+dk)- (r+si+tj+uk)= ar—>bs—ct—du+ (as+br+cu—dt)i+
(at 4+ cr +ds —bu)j + (au + dr + bt — cs)k

(H(R),+,-) es un anillo. Ademas todo elemento es invertible, por lo que es un anillo de
division, pero no un cuerpo, al no ser conmutativo.

4.1.4. Divisores de cero

Si (A, +,) es un anillo, un elemento a € A con a # 0, se dice que es un divisor de
cero si existe un elemento b€ A, b#0, talquea-b=0060b-a = 0.

Ejemplos:

= En Z9, hemos visto que [3] y [4] son divisores de cero, también lo son [2], [6],[8],[9] ¥
[10].

= Sea el conjunto de las funciones reales continuas de variable real A = C(R, R), se cumple
que:

(;+§])(z):f(x)—l—g(l') } con f,ge A;x e R

(A, +,-) es un anillo conmutativo (ya que f-g = g - f) unitario (ya que i(x) =1 es la
unidad).
Tomemos f(x) =z — |z| y g(x) = x + |z| por lo tanto
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2 2
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sin embargo (f - g)(x) = 0,Vx € R, asi que f(z) y g(x) son divisores de cero.

Observacion:

Un cuerpo C no tiene divisores de cero, ya que si a # 0y a-b = 0, multiplicando por a™!,
el inverso de a, se tiene que b= (a™'-a)-b=a"1-(a-b)=a"1-0=0.

Aunque hay anillos que sin ser cuerpos tampoco tienen divisores de cero.

Cuando un elemento de un anillo no es un divisor de cero se cumplen en él las propiedades
cancelativas respecto al producto.

Proposicion:
En un anillo (4, +,-), sea a un elemento de A que no es un divisor de cero. Entonces:

i. Sia-b=a-c, con b, c € A entonces b= c.
ii. Sib-a=c-a, conb,c€ A entonces b= c.
Demostracion:

i. Supongamos que a-b = a - ¢; esto es equivalente a a - (b — ¢) = 0. Como a no es un
divisor de cero, b — ¢ tiene que ser 0, de donde se deduce el resultado deseado.

ii. Analogo.
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4.1.5. Dominio de integridad

Un anillo A sin divisores de cero se denomina dominio de integridad.

Observacion:
El producto de dos elementos no nulos del anillo no es nunca 0 en un dominio de integridad.

Ejemplos:

» (Z,+,-) es un dominio de integridad.

Todos los cuerpos son dominios de integridad.

(Zy,+,-) es dominio de integridad si p es primo.

= Sea M3(R) el conjunto de todas las matrices de orden 2 con coeficientes reales. Con
la suma y el producto este conjunto es un anillo. Pero no es dominio de integridad, ya

que
10Y (00Y_ (00
00 01/ \00

= Los enteros de Gauss Z[i| = {a+ bi € C tal que a,b € Z} con la suma y el producto de

numeros complejos es un anillo y un dominio de integridad, ya que si x = a + bi,y =
c+di € Z[i] y se cuample que x -y = (a+ bi) - (c+di) =0=2=0060y =0

4.2. Subanillos e ideales

4.2.1. Subanillos

Sea subconjunto S C A con (A, +, ) un anillo, se dice que (S, +,-) es un subanillo de
(A, +,), si (S,+) es un subgrupo de (A, +) y el producto restringido a S es cerrado, o de
forma equivalente, la suma y el producto son operaciones cerradas en S,y (S, +, -) es un anillo.

Ejemplos: (7, +,-) es subanillo de (Q, +, ), (Q, +,-) es subanillo de (R, +,-), (R, +,-) es
subanillo de (C, +, )

4.2.2. Subcuerpos

Sea S C C con (C,+,-) un cuerpo, se dice que (S, +, ) es un subcuerpo de (C,+,-) si
(S, 4) es un subgrupo de (C,+) y (S*,-) es un subgrupo de (C*,-). De manera equivalente,
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la suma y el producto son operaciones cerradas en S, y (S, +,-) es un cuerpo.
O sea, (S,+,-) es subcuerpo de (C,+,-)si S C Ccon S # yxr—y € S, Ve,y € Sy
r-ytes Vo yes*

Ejemplos:

= (Q,+, ") es subcuerpo de (R, +,-), (R, +, ) es subcuerpo de (C,+, )

= Si D esun entero que no sea cuadrado perfecto, entonces Q[D] = {a+bv/D tal que a,b €
Q} es un cuerpo respecto a la suma y al producto y Q es un subcuerpo de Q[D] y Z[D]
es un subanillo, Q[D] es un subcuerpo de R

Observaciones:

1. Los subanillos de un anillo unitario no tienen por qué ser unitarios e incluso si son
unitarios, el elemento neutro del subanillo puede ser distinto del elemento neutro del
anillo.

2. Los divisores de cero de un subanillo lo son también del anillo, pero puede sucederr que
un anillo tenga divisores de cero y el subanillo no.

Ejemplo:

Sea R x R con las operaciones:
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) y (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d), Y(a,b),(c,d) € R xR
ysea H={(h,0) tal que h e R} CR xR
i. (R xR, +,-) es un anillo unitario
ii. (H,+,-) es un subanillo unitario
iii. Los elementos (n,0) € R x R son divisores de cero en (R X R, +,-) pero no en (H,+, -)
Demostracion:

i. (R xR,+) es un grupo conmutativo, con elemento cero (0, 0).
((R x R)*,+) cumple que:
1. Es una operacion interna pues (a-c,b-d) € R x R
2. Es asociativa ya que [(a,b) - (¢,d)]- (e, f) = (a-¢,b-d)- (e, f) =(a-c-e,b-d- f) =
(a,0) - (c-e,d- f) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)]
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3. Tiene elemento neutro, que es (1,1), ya que (a,b) - (1,1) = (a,b)
11
4. Tiene elemento unidad, ya que ¥(a, b) € (RxR)* se cumple que (a, b) (—, 5) =(1,1)
a
Por lo tanto, (R x R, +,-) es un anillo conmutativo con unidad

ii. (H,+,") es un subanillo unitario, ya que:

1. Sean (a,0), (b,0) € H, entonces (a,0) — (b,0) = (a — b,0) € H, por lo que (H,+)
es un subgrupo de (R x R, +)

2. Sean (a,0),(b,0) € H, entonces (a,0) - (b,0) = (a-b,0) € H, por lo que - es una
operacion cerrada en H

Por lo tanto (H,+, ) es subanillo. Ademas tiene unidad, ya que (1,0) € H cumple que
(a,0)-(1,0) = (a,0), ¥(a,0) € H, por lo tanto(1,0) es el elemento neutro del producto
en H, pero no del producto en (RxR)*. Esto significa que (H, +, -) es subanillo unitario.

iii. Los elementos de la forma (a,0) con a # 0 son divisores de cero en R x R, ya que
(a,0)-(0,b) = (0,0) aunque a,b # 0. Sin embargo, en H un elemento de la forma (a, 0)
con a # 0 no es divisor de cero, ya que si (a,0) - (b,0) = (0,0) y a # 0, entonces b =0

4.2.3. Ideales

Un subanillo I de un anillo A unitario conmutativo se dice que es un ideal de A si
para todo i € [ y para todo a € A se cumple quei-a€lya-i€l.

Por lo tanto los ideales, ademas de ser subanillos, se caracterizan por la propiedad de
absorcion que poseen respecto al producto: al multiplicar un elemento cualquiera del anillo
por un elemento del ideal, el resultado pertenece de nuevo al ideal. Esto hace que para probar
que un subconjunto de un anillo es un ideal baste con demostrar que:

1. Para todo 7,5 € I se cumple que 1 — j € I.

2. Para todo i € [ y para todo a € A se cumple quei-a€lya-i€l.

Ejemplas:

= El subanillo trivial {0} de cualquier anillo A es ideal, ya que a-0=0-a =0, Va € A

= Otro subanillo trivial es el propio A y también es ideal de si mismo.
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= Dado r € [0, 1], el subconjunto M, del conjunto de funciones definido por C[0, 1] = {f :

[0,1] — R tal que f es continua} con (f+g)(z) = f(z)+g(z), (f-9)(x) = f(z) g(x),
definiendo M, = {f € C[0, 1] tal que f(r) = 0} tenemos que M, es un ideal de C|0, 1]

= El conjunto mZ con m € N definido como mZ = {mk tal que k € Z} es un ideal de
(Z,+,-) ya que se cumple que:

I.Vi=mk,j=mkemZ, i—j=m(k—F)emZyaquek—Fk €Z
2. Vi=mkemZNa€cZ, ia=m(ka) € mZ ya que ka € Z

Observaciones:

1. Si A es un anillo con unidad 1 e I es un ideal de A y se tiene que 1 € I, entonces [
coincide con A.

Demostracion:
Vae Aja-1=acl=A=1

2. Si A es un anillo de division, los unicos ideales de A son {0} y el propio A (los ideales
impropios).
Demostracion:
Sea I un ideal de A con I # {0} y sea i € I con i # 0, tomamos a = i~' € A, por
lotanto i-a =1i-i' € I ya que I es ideal, ademas i-i ! =1€ 1 = 1 = A por la
propiedad anterior.

Teorema:

Un cuerpo (C, 4+, -) conmutativo no tiene ideales propios.

Demostracion:

Sea I ideal de C' con I # {0}, sia #0 € [ = z-a € IVx € C. Tomemos = = a™*
(sabemos que a~! existe ya que C' es un cuerpo), entonces r-a=a'-a=1€l=1=C

Observacion:

1. El papel de los ideales en un anillo es similar al de los subgrupos normales en la teoria
de grupos.

2. Si I es un ideal de un anillo A, la relacion
TRy x—yelparax,ye A

es una relacion de equivalencia.

Demostracion:
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a) Propiedad reflexiva: 2Rz, yaque v —x =0¢€ [

b) Propiedad simétrica: 2Ry = yRa, yaquesiz —y €l = —(v —y)=y—ax €[
porque es un subgrupo aditivo de A y, por tanto, si un elemento pertenece a I su
opuesto también pertenece a I.

¢) Propiedad transitiva: 2Ry, yRz = 2Rz, yaque si z —y € I,y —z € [ =
r—y+y—z2=2x—2 € [ porque I es un subgrupo aditivo y la suma de dos
elementos del subgrupo es otro elemento del subgrupo.

De hecho (I,+) es un subgrupo normal de A. Por lo tanto podemos definir el grupo
cociente A/ respecto a la suma de clases

r+ 1+ s+ 1] =[(r+s)+1]
donde la clase de equivalencia de x € A seréa
[+ I={r+atalquea € I}
Expresaremos la relacion [z + ] = [y + [] como z =y méd
En analogia con la suma de clases podemos escribir el producto de clases como
r+1]-[s+I]=[(r-s)+]

siempre y cuando este bien definida, es decir, sea independiente del representante.

4.2.4. Anillo de clases de restos moédulo /

Sea I un ideal de un anillo A; la suma y el producto de clases en el cociente A/I estan
bien definidas, y con estas, A/l posee estructura de anillo. Dicho anillo recibe el nombre de
anillo de clases de restos modulo I.

Demostracion:

» (A/I,+) es un grupo con respecto a la suma de clases definida anteriormente dado que
(I,+) es un subgrupo normal de (A,+) y, por tanto, como quedd demostrado en el
tema de Grupos (tema 2) podemos definir el conjunto conciente A/I, que con la suma
de clases tiene estructura de grupo.
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= Vamos a ver que en el conjunto cociente A/I el producto de clases definido anterior-
mente, [z +I]-[y+ 1] =[(x-y)+ 1], Va,y € A, es independiente de los representantes
elegidos, y por tanto esta bien definido, ya que si

A AN SRy By B CRY R CRRe|
puesto que

zoy—a-y=vy-—v-y+ry-2-y=r-(y-y)+@-2)y
yecomoy—y €lyr—a' €lyaquely+I]=[y+I]y[z+I]=I[r+ 1] tendremos
que

x-y—x’-y':x~y”+x”-y’,
comoy” €l = x-y" €lycomox’ €l = 2"y €l por definicion de ideal, por tanto
-y +2" -y =a+bcona,bel. Como (I,+) es un grupo aditivo a + b € I, asi que
x-y—a -y €lyportanto x -y y 2’ -y definen la misma clase de equivalencia.

Como las operaciones suma y producto de clases estan bien definidas es facil demostrar
que los elementos de A/I, esto es, las clases [x 4 I] tal que x € A, forman estructura
de anillo puesto que A tiene estructura de anillo.

Observacion:

Supongamos que I es un ideal de un anillo A, y que I # A. Es facil comprobar que si
A es conmutativo, también lo es A/I, y que si 1 es el elemento unidad de A, [1 + I] es el
elemento unidad de A/I.

Ejemplo:

En el anillo (Z, +, -) podemos definir una relacion de equivalecia dados a,b € Z, de modo
que aRb < a —b=k-m para algin k € Z con m € N,

Hemos visto que mZ sera un ideal de (Z,+,-). La relacion de equivalencia que hemos
definido es lo mismo que decir que a — b € [ = mZ.

Podemos definir el conjunto cociente Z,, = Z/(mZ) = Z/I que estara formado por las
clases de equivalencia de la forma:

a=4{beZtalqueb—a=mkcon k €Z} ={beZ tal que b =a méd m}

Por lo tanto, las clases de equivalencia de Z,, seran Z,, = {0,1,2,...,m — 1}, que son las
clases de restos modulo m.

Por ejemplo, sim = 4 = Z; = {0,1,2,3} con 0 = {b € Ztal que b = 4k, k € Z} =
{0,+4,48,...}, 1={beZtalqueb=4k+1, ke Z} ={1,59,-3,-7,...}, ....
Observaciones:
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(n
— _
1. (Z,,+) es ciclico,yaque T+1+---+1=m=0

2. -1=n—-1)yaque0=1-1=T1+4(n—1)=m, asi que —1 = (n — 1)

4.2.5. Ideales generados

Dado un anillo A y un subconjunto S C A, el ideal generado por S, que denotaremos
por < S >, se define como el minimo ideal que contiene a S, esto es, el ideal I tal que S C [
y si J es otro ideal, se cumple que si S C J, entonces I C J.

Proposicion:
Sea A un anillo conmutativo con unidad y S un subconjunto de A. El ideal generado por
S es
<S>={ri-s1+--+r, s, talquer; € A;s; € S,n € N}

Demostracion:

Sea I ={ry-s1+-+r, s, talquer; € A;s; € S;n €N}, comos; =1-s; Vs; € S =
S cl.
Ademas si J es un ideal que contiene a S'y s; € S, entonces r;-s; € J Vr; € A, por definicion
de ideal. Del mismo modo cualquier combinacion lineal del tipo ry-s1+- - -+7r,-s, € J =1 C J
para cualquier J tal que S C J.
Falta demostrar que I es un ideal, para ello tomamos

p=ri-Si+--+r,s, €1
pP=ri-si+--+r, 85,61

se cumplird que:

i. Es un grupo con respecto a la suma:
p—p =181+ '—|—7’n'5n+(_7"/1'31>+' . ._|_(_71;L.3n) — (7"1—7”/1)'814" . -—i—(Tn—’/‘;L)'Sn =
sty s, €10

ii. Cumple la propiedad de absorcion con respecto al producto:
V/r c A’ Tep = T‘(Tl‘81+‘ . ._l_/rn.sn) = r.rl.sl_l_. . .+r.rn.sn = ri.sl_‘_. . ._I_T;L.Sn c I
Por lo tanto, I es un ideal.
Eremplo:

Si S = {s} tiene un solo elemento, tendremos que < § >=< s >= {r-s tal que r € A} =
As =(si A es conmutativo)= sA.
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Por ejemplo, si m € Z =< m >= {m-a tal que a € Z} = mZ

Observacion:
Todos los ideales de (Z,+, ) son de la forma < m >= mZ

Demostracion:

Sea I un ideal de (Z,+,-) y m el menor entero positivo de I, entonces tendremos que
<m >={a-m tal que a € Z} C I, ya que I es un ideal (y hemos visto que el generado por
m es el menor que contiene a m).

Ademés si ¢ € I tendremos que ¢ = ¢-m + r donde ¢,m € Zy 0 < r < m y por tanto
r=i—c-mé&cl (yaquei € I,c-m € I porque c-m €< m >C I). Pero como m es el
menor entero positivo de I (lo hemos elegido asi), tendra que cumplirse que r = 0, ya que r
no puede ser un entero positivo menor que m, asi que 1 = c-m €< m >.

Por lo tanto, todo ideal del anillo (Z, +, -) esta generado por un so6lo elemento.

4.2.6. Ideales primos

Un ideal I de un anillo conmutativo A es un ideal primo si dados dos elementos cua-
lesquiera a y b de A tales que a-b € I, se tiene que o bien a € I o bien b € I.

Ejemplas:

Sea p un ntmero entero positivo primo y consideremos pZ, que es un ideal de (Z,+, ).
Si a y b son dos nimeros enteros tales que a - b € pZ, entonces p divide a a - b y como p es
primo, entonces p divide a a o p divide a b, por lo tanto, o bien a € pZ o bien b € pZ, asi que
pZ es un ideal primo de Z.

= 37 es un ideal primo de Z ya que Va,b € Z tal que a-b € 3Z, por tanto, o bien a = 3- s
obienb=3-sconseZ

= 6Z no es un ideal primo de Z ya que puede existir a € Z y b € Z tales que a - b € 6Z

con a ¢ 6Z y b ¢ 67, por ejemplo, si tomamos a = 3y b = 2, tenemos a -b =6 € 6Z
peroa =3¢ 6Zyb=2¢6Z

Una vez estudiado el anillo cociente A/l podemos preguntarnos qué propiedades del ideal
I hacen que A/I sea dominio de integridad.

Proposicion:
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Sea A un anillo conmutativo e I un ideal de A con I # A. El anillo cociente A/I es un
dominio de integridad si y solo si I es un ideal primo de A.

Demostracion:
.
A/I dominio de integridad = I ideal primo de A:

Tomamos a,b € Atal que a-b €l = [a+I]-[b+ I] =[a-b+ I] = I (sabiendo que [
es el elemento neutro del anillo A/T). Como A/I es dominio de integridad, entonces, o
bien [a + I| = I o bien [b+ I] = I, por lo tanto, o bien a € I o bien b € I, o sea, I es
un ideal primo.

-
I es un ideal primo de A = A/I es dominio de integridad:

Sea [a + I] - [b+ I] = I para un par de elementos [a + I] y [b+ I| de A/I, por tanto
I'=la+1I]-[b+1] =[ab+1I] = a-be Iy como [ es primo, tendremos que o bien a € [
o bien b € I, por tanto, o bien [a+ I] =1 o bien [b+ I] = I, o sea, A/I es dominio de
integridad.

4.2.7. Ideales maximales

Sea A un anillo conmutativo con unidad, e I un ideal de A con I # A. El ideal I se
llama mazimal si no existe otro ideal J de A talque I C J C Acon I # Jy J # A.

Ahora, nos preguntamos cual es la condicion que caracteriza a los ideales para que A/I
sea un cuerpo.

Proposicion:
Sea A un anillo conmutativo con unidad e I un ideal de A. El anillo cociente A/I es un
cuerpo si y solo si I es un ideal maximal.

Proposicion:
Todo ideal maximal en un anillo conmutativo con unidad es un ideal primo.

Demostracion:
Si I es maximal, A/I es un cuerpo, por lo que también es un dominio de integridad, y
por tanto I es primo.
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4.3. Cuerpo de fracciones de un anillo

Hemos visto que todos los cuerpos son dominios de integridad, pero no todos los do-
minios de integridad son cuerpos. Sin embargo, a un dominio de integridad se le puede asociar
un cuerpo.

Si a y b son dos elementos no nulos de un anillo cualquiera, la ecuacion
a-r=0>

carece, en general, de solucion dentro del anillo, y sin embargo, suele ser de interés el poder
resolver dichas ecuaciones multiplicativas. En Z, podemos solucionarlo si lo ampliamos hasta
el conjunto QQ, que es un cuerpo en el que dichas ecuaciones tienen soluciéon siempre y cuando
a y b sean nimeros enteros no nulos.

Veremos como este proceso de ampliacion puede efectuarse sobre cualquier dominio de
integridad conmutativo con unidad; noétese que al ser nuestro objetivo el ampliar el anillo de
partida hasta un cuerpo, las condiciones impuestas sobre dicho anillo no pueden relajarse. El
cuerpo al cual hemos ampliado nuestro anillo se denominarad cuerpo de las fracciones de un
anillo.

Hay que tener presente que un nimero racional es un par de nimeros enteros (a,b) es-
. a
critos de la forma 5 con b # 0.

Sea A un dominio de integridad conmutativo con unidad 1. En el producto cartesiano
T=AxA"={(a,b) tal que a € A;b e A}
definimos la relacion
(a,b)R(c,d) = a-d=1b-c
que es una relacion de equivalencia, dado que cumple las propiedades:
1. Reflexiva: (a,b)R(a,b) ya que a-b=">b-a
2. Simétrica: (a,b)R(a’,b') = (d/,V/)R(a,b) yaquesia-b' =b-d =d -b=0V-a
3. Transitiva: (a,b)R(da’, ), (¢, )R(a",b") = (a,b)R(a”",b"), ya que si

a-b=b-d } a-b-vV=b-a-b

-V =v-d ( a V=U-a }ja'b,'bﬂIb-b/-a":>b/~a-b":b'~b-a":>

=a-b'=b-d
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La clase del elemento (a,b) € A x A* la simbolizamos mediante [(a,b)] y al conjunto
cociente de las clases de equivalencia lo denotaremos por C' = (A x A*)/R.

En C definimos una suma y un producto como
[(a,0)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)]

[(a,0)] - [(c;d)] = [(a - c,b- d)]
Entonces C' es un cuerpo con las operaciones anteriores, C' sera el cuerpo de las fracciones
del anillo A.
Demostracion:
1. Grupo aditivo:

i. Operacion cerrada: Por definicion, se puede ver facilmente que es una operacion
cerrada

ii. Propiedad asociativa: ([z,y] + [2",¢]) + [«",y"| =[x ¥ +y - 2",y -]+ [2",y"] =
-y +y-2)y" 2 (y-yf), (y-y) ') = o ("y") +y- (@ g+ 2my) g (' y7)] =
[z y] + 2"y oy Y = Ly ([ ]+ 2 y)

iii. Elemento neutro ey = [0, a]: [z,y] +[0,a] =[z-a+0-y,y-a] =[a-x,a-y] = [z,y]
iv. Elemento opuesto [x,y];l [—z,y: [z, y]+[—z,y] = [v-y—2-y,y-y] = [0,y-y] = eo

2. Grupo multiplicativo:

i. Operacion cerrada: Por definicion, se puede ver facilmente que es una operaciéon
cerrada

ii. Propiedad asociativa: ([z,y] - [2/, y]) [ y"] =
= [(@-a) 2" (y-¢) -y =[x (& ) (y
[z, y] - ([, 9] [2",9"])

iii. Elemento neutro e; = [a,a]: [z,y] - [a,a] = [z - a,y - a] = [z, y]

[ Y y] ’ [x//’y//] =
’ )] _ [x,y] . [ZL’/ . x”,y’ . y//] _

iv. Elemento inverso [z,y] ' = [y, z]: [z,y] - [y, 2] = [v - y,y- 2] = [a,a] = e;

3. Distributividad:
[x’ y] . ([:L,17 y/] _"_ [x//’ y//]) — [.:C’ y] . x/_y//_'_y/.x//7 y/_y//] — [x. (x,'y”—i_y/'x”), y. (y/.y//)] —
=[(z-2)- -y +@-2")-W-y9,@v)- @ -Yl=-2 9yl +x- 2"y -y
[z, y] - [y + [, y] - [27, "]
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Por lo tanto, C' es un cuerpo y ademas es conmutativo ya que [z,y]- [z, ¢'] = [/, v] - [z, y]

Ejemplo:

A partir del anillo (Z,+, ) generamos un cuerpo (Q,+,-), donde Q = Z x Z*/R es el
conjunto de las clases de equivalencia con la relacion definida antes

[a, 0] 6@:>[a,b]:{(x,y)zztalquexEZ,yeZ*,a-y:b-x}
Y

. . . a x
esto es, el conjunto de las fracciones equivalentes b

Ademaés la suma de fracciones es [z, y|+[2'+y/] = [z-y' +y-2',y-y'] 0 de forma equivalente
v o xey +y-a
==

.Y el producto de fracciones es [z, y] - [/, y'] = [z-2',y-y'] o de forma

y oy Y-y
) r r x-7
equivalente — - — = -
vy y-y

Observaciones:

1. Es necesario que A sea un dominio de integridad conmutativo con unidad. Si no fuese
asi no podriamos definir una relacion de equivalencia como la que hemos definido
()R y) s x-y =y

Ejemplo:

El conjunto de funciones reales de variable real C(R,R) no es un dominio de integridad
y segun la relaciéon anterior tendriamos que:
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(f", 9 )R(f", 9") ya
que f‘/ . g// — g/ . f//

yd

1 7
W
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Sin embargo, (f, gR(f",qd") ya que f-¢" # f”- g, por lo tanto no es un relacion de
equivalencia ya que no cumple la propiedad transitiva.

2. En sentido estricto, A no es un subanillo de C’; sin embargo identificaremos A con su
anillo isomorfo A (ver seccion 4.4.1), y con un cierto abuso del lenguaje, diremos que C'
contiene a A (esto equivale a identificar los enteros Z con el conjunto de las fracciones

de la forma ]Ij, con p € 7).

4.4. Homomorfismos de anillos

4.4.1. Definiciones

Dados dos anillos A, A’, una funciéon f : A — A’ se dice que es un homomorfismo de
anillos si para todo par de elementos 7 y s de A, se tiene que

fr+s)=f(r)+f(s), [flrs)=[f(r)f(s)

Observése que en particular f es un homomorfismo entre los grupos (A4,+) y (A’ +).

Una aplicaciéon [ entre dos cuerpos C'y C’ con las propiedades anteriores se dice que
es un homomorfismo de cuerpos. En este caso, f define un homomorfismo entre los grupos
aditivos (C,+) y (C’,+), y también entre los grupos multiplicativos (C*,-) y (C™,").

Observacion:
Si un homomorfismo f de anillos es una biyeccion, se dice que f es un isomorfismo de anil-
los,y Ay A’ se dice que son isomorfos. En este caso f~! es también un isomorfismo de anillos.

Definicion:
Un homomorfismo f : A — B entre anillos unitarios conmutativos es:

i. Epimorfismo si f es una aplicacion suprayectiva,
ii. Monomorfismo si f es una aplicacion inyectiva

iii. Isomorfismo si f es una aplicaciéon biyectiva

Ejemplos:
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» La siguiente aplicacion f es un homomorfismo entre los cuerpos (R? +,-) y (C,+,-)
f:R? — C
(a,b) — a-+bi
con (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b) - (¢,d) =(a-d—b-d,a-d+b-c)
= La siguiente aplicacion IT es un homomorfismo entre anillos (homomorfismo canénico):
m:A — A/l
a — Ja+1]
Dicho homomorfismo II es suprayectivo.

Proposicion:
Sea f: A — A’ un homomorfismo de anillos entonces se cumple:

1. f(04) =04y f(—2) = —f(x), donde 04 y 04 son los elementos neutros de Ay A’,
respectivamente, con respecto a la primera operacion.

Demostracion:

= f(04) = f(0a+04a) = f(04) + f(04) = f(04) = 0u
» f(04) = flz+ (—2)) = f(@) + f(—2) = f(z) + f(-2) =00 = f(—2) = —f(2)
2. Si Ay A’ son anillos con unidad, 14 y 14/ respectivamente, y 3x € A tal que f(z) € A’
no es divisor de cero en A’; entonces 14 = f(14).

Demostracion:

Tomemos f(z)-(f(1a) — 1a) = f(2) f(1a)=f(x) 1o = f(z-1a)— f(z) = f2)—f(z) =
0, por lo tanto, como f(x) no es divisor de cero, tendremos que f(14) — 14 = 0, por lo
tanto f(lA) = 1A’

Proposicion:
Sea f: A — A’ un homomorfismo entre anillos. Se tiene que:

1. Si S es un subanillo de A, f(S) = {f(s) tal que s € S} es un subanillo de A’.
2. Si S es un subanillo de 4’, f71(S’) = {s € A tal que f(s) € S’} es un subanillo de A.
Demostracion:

1. En el tema anterior demostramos que si f es un homomorfismo entre grupos (A, +)
y (A, +), la imagen f(S) de un subgrupo S de A es un subgrupo de A’. Como un
subanillo es un subgrupo aditivo con el producto como operaciéon cerrada dentro del
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subanillo, para demostrar que en un homomorfismo de anillos la imagen f(.S) de un
subanillo S de A es subanillo de A’, s6lo tenemos que demostrar que el producto es una
operacion cerrada en f(.59).

Sean z,y € S, tenemos que f(x)- f(y) = f(z - y) por ser un homomorfismo. Como z e
y son elementos del subanillo S, entonces z -y € S, por lo tanto f(z -y) € f(S).

Por lo tanto f(.S) es subanillo de A’.

. Tgual que en el apartado anterior, en el tema anterior demostramos que si S’ es sub-

grupo de (A’, +), entonces f~1(S’) es subgrupo de (A, +). Por lo tanto, para demostrar
que f71(S") es subanillo de A, solo tenemos que demostrar que en f~! el producto es
una operacion cerrada.

Para ello consideremos z,y € f~1(S") = 3IX,Y € S tales que f(x) = X, f(y) =Y.
Por lo tanto, f(z) - f(y) = f(x-y) = X - Y € S, ya que S’ es un subanillo, asi que
x-y € f1(S). Esto significa que f~(S’) es subanillo de A.

Proposicion:
Sea f: A — A’ un homomorfismo entre anillos. Se tiene que:

1. Si I’ es un ideal de A’, f~1(I") es un ideal de A.

2. Si f es sobreyectiva, si [ es un ideal de A, f(I) es un ideal de A’

Demostracion:

1. Hemos demostrado anteriormente que la contraimagen de un subanillo de A" es un

subanillo de A, asi que s6lo tenemos que demostrar que la contraimagen de un ideal
cumple la propiedad de absorcion con el producto para que quede demostrado que la
contraimagen de un ideal de A" es un ideal de A.

Tomemos = € f~1(I"), por lo tanto 3X € I’ tal que f(x) = X. Se cumplird que Va € A
tendremos que f(a) € A’ cumpliéndose que f(a) - X = f(a)- f(x) € I', ya que I’ es
un ideal de A’. Como f es un homomorfismo, f(a) - f(z) = f(a-x) € I’, por lo tanto
a-x € f7YI"), asi que f~!(I’) es un ideal de A.

. Al igual que en el apartado anterior, para demostrar que la imagen de un ideal I de A

es un ideal de A’ si f es sobreyectiva, basta demostrar que en f(I) el producto cumple
la propiedad de absorcion, ya que hemos demostrado anteriormente que es un subanillo.
Como f es sobreyectiva, Vb € A’,Ja € A tal que f(a) = b. Por lo tanto, VX € f(I),
tendremos que 3z € [ tal que X = f(x), asi que b- X = f(a)- f(z) = f(a-x). Como I
esun ideal a-x € I, asi f(a-z) € f(I), por lo que f(I) es un ideal de A’.
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4.4.2. Ntcleo de un homomorfismo

Sea f: A — A’ un homomorfismo entre anillos unitarios conmutativos, se llama nicleo de
f vy se denota por ker(f) al ideal de A tal que ker(f) = {z € A tal que f(z) =04/}

Ademas ker(f) # ya que f(04) =04 = 04 € ker(f)

Demostracion:
Vamos a probar que ker(f) es un ideal:

= Sean z,y € ker(f) = f(z) = f(y) =0= f(z)—f(y) = f(@)+[(-y) =0= fla—y) =
0=z —y € ker(f), por lo tanto, ker(f) es un subgrupo aditivo.

» Seanx € ker(f)ya € A, entonces f(a-z) = f(a) f(x) = f(a)0a4 =04 = a-x € ker(f),
por lo tanto ker(f) cumple la propiedad de absorcion.

Por lo tanto ker(f) es un ideal.

Proposicion:
Un homomorfismo f: A — A’ es inyectivo si y solo si ker(f) = {04}.

Demostracion:

Supongamos que f es inyectiva, si € ker(f) = f(x) = 04. Como ademéas sabemos que
f(04) = 04/, entonces, al ser f inyectiva si f(x) = f(04) = = = 04 = ker(f) = {04}

Supongamos que ker(f) = {04}. Tomemos f(z) = f(y) = f(z) — f(y) = 04 =
f(x)+ f(—=y) = 04 = f(x —y) = 04. Como ker(f) = {04} = 2z —y =04 = 2 =y,
por lo tanto f es inyectiva.

Teorema:| Teorema Fundamental de Homomorfismos de Anillos|

Si [': A — A’ es un homomorfismo de anillos y escribimos N(f) = Iy. La aplicacion
f(a+ Iy) = F(a) define un homomorfismo entre A/l y F(A). Si ademés F' es sobreyectiva,
la, aplicacion I — F'(I) es una biyeccion del conjunto de ideales de A que contienen I en el
conjunto de ideales de A’.

Sea, A un anillo y C el cuerpo de las fracciones del anillo, dicho cuerpo C' contiene a un
subanillo isomorfo a A.
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Capitulo 5

Anillos de Polinomios

5.1. Definiciones

= Sea A un anillo conmutativo con unidad, el conjunto A[x] de polinomios con coeficientes
en A se define como

Alz] = {p(z) = ao + a1z + axx® + - - - + a, 2" tal que a; € A,n € N}

» El grado gr(p(x)) de un polinomio p(z) € A[z] no nulo se define como el mayor niumero
natural n tal que a, # 0, esto es, si gr(p(z)) =n=a, #0,a,11 = apr2=---=0

= Un polinomio se llama mdnico o normalizado si a, = 1 siendo gr(p(x)) =n

5.2. Operaciones en A[x]

5.2.1. Igualdad de polinomios

Dos polinomios p(z) = ag + a1z + -+ - + apa™ y q(x) = by + by + - - - + by x™ son iguales,
p(z) =q(z),sin=mya; =b,¥i>0

5.2.2. Suma de polinomios

Dados dos polinomios p(z) = ag + mx + -+ - + a,2™ y q(x) = by + bz + -+ + bya™,
denominamos polinomio suma al polinomio s(z) = p(z) + ¢(x) = ¢o + 1z + - - - + ¢,aP con
C; = az+b,,Vz Z 0

69
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5.2.3. Producto de polinomios

Dados dos polinomios p(z) = ap + sz + -+ + a,2™ y q(x) = by + bz + -+ + bya™,
denominamos polinomio producto al polinomio m(z) = p(z) - q(x) = do + dyx + -+ - + dpa?

cond; = Y. ajby
j7k
k=i

Ejemplos:
1. En Rz] : p(x) = 1+ 22 + 22 + 2°
q(x) =2+2°
p(x) +q(x) = 3+ 2x + 2 + 223
p(z) - q(x) = 2 + 4z + 222 + 32% + 22* + 27 + 2f

2. En Zslz] : p(z) =1+ 227 + 123

p(z) +q(z) =1+ 1z + 222

p(z) - q(x) =14 1z + 1% + To* + 1a® + 226

(Nota: Para simplificar la notacion, a partir de ahora, las clases T del anillo Z, las
denotaremos como T =n)

5.3. Anillo de polinomios

5.3.1. Anillo de polinomios A[z|: Definiciones

Sea A un anillo conmutativo con unidad, el conjunto A[x] con la suma y el producto
definidos anteriormente, (Alz],+,-), es un anillo conmutativo con unidad y se denomina
anillo de polinomios de A.

El elemento neutro de la suma de polinomios es 0(z) = 04 (elemento cero)

El elemento neutro del producto de polinomios es 1(x) = 14 (elemento identidad)

El elemento opuesto de p(z) = a9 + a1 + -+ + a,z™ de la suma de polinomios es
—p(z) = —ag + (—ar)x + - - - + (—a,)z"

El polinomio 0(z) no tiene grado y los polinomios de la forma p(z) = ag tienen grado 0
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5.3.2. Caracteristicas de un anillo de polinomios A|zx]

Proposicion:
Si A es un dominio de integridad, su anillo de polinomios A[x] también es un dominio de
integridad.

Demostracion:

Sea A dominio de integridad y sean p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" € Alz],q(x) =
bot+bix+- - +b,a™ € Alz] = p(x)-q(z) = co+crz+- -+ Cpimx™™™ # 0 con ¢y = anby, #0
ya que A es dominio de integridad.

Proposicion:
Dados dos polinomios p(x) y ¢q(z) pertenecientes a un dominio de integridad, tenemos
que:

i gr(p(z) - q(x)) = gr(p(z)) + gr(q(z))

il gr(p(z) + q(x)) < méx(gr(p(z)), gr(q(z)))

Demostracion:

i. Sigr(p(z)) =ny gr(g(z)) =m, entonces gr(p(z) - q(x)) = m + n ya que a, # 0,b, #
0 = ay - by, # 0 porque A es dominio de integridad.
Esto no serfa cierto si no es un dominio de integridad, por ejemplo, Zg[x] no lo es y
podemos tomar p(x) = 3z, q(z) = 2z = p(z)-q(z) = 3z-2z = (3-2)2* = 62° = 02* = 0

ii. Sim #n = p(x)+q(z) #0= gr(p(z) + q(x)) = max(m,n)

Sim=ny a, #—b, = gr(p(z) +q(x)) =n o
Sim=nya,=—b, = gr(p(x) 4 q(x)) <n } = gT’(p(ZE) + Q(x)) <n= maX(n> m)
Por lo tanto, siempre se cumplird que gr(p(z) + ¢(z)) = max(gr(p(z)), gr(q(x)))

Proposicion:
Si A es un dominio de integridad conmutativo con unidad, los elementos invertibles de
Alz] coinciden con los elementos invertibles de A, U(A) = U(Alz])

Demostracion:

Sip(z) # 0,q(z) # 0y p(z)-q(z) =1 = gr(p(z)+q(z)) = 0= gr(p(z)) = 0,gr(¢(z)) =0
ya que es un dominio de integridad, por lo tanto los tinicos elementos invertibles de Alx] son
de la forma p(z) = ag

Ejempto: U(L) = {£1} = U(Z[a))
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5.3.3. Teorema de la divisién entera

Dado un cuerpo C, el conjunto C[z]| de polinomios con coeficientes en C' forma un anillo
respecto a la suma y el producto de polinomios.
Ademas, C[z] es un dominio de integridad conmutativo con unidad con la siguiente propiedad:
dados p(z) # 0y ¢(x) # 0 polinomios de C|x] con gr(p(z)) > gr(q(z)) = Is(x),r(z) € C|x]
tales que p(x) = q(x) - s(x) + r(x) con gr(r(z)) < gr(q(x)) 6 r(x) =0

Al polinomio s(x) se le denomina polinomio cociente y al polinomio r(x) se le denomina
polinomio resto.

Ejemplos:

1. En Q[z] tomamos p(z) = 2% — 2% + 1,q(z) = 222 + 1 = p(x) = ¢() - s(x) + r(z) con
s(z),r(z) € Qlz]

1
T B
T 2= gt
o por lo tanto s(x) = —x° — Z,r(az) = Z,gr(r(m)) =0<gr(g(z)) =2
37, 3

Esta propiedad esta definida en Q[z] (ya que @ es un cuerpo), pero no en Z[z| (ya que
7 no es cuerpo).

2. En Zs[x] tomamos p(r) = 32° + 2z + 4, q(x) = 12> + 2 = p(x) = q(x) - s(z) + r(x) con
s(x),r(z) € Zs|x]
323 +2x +4 | 122 +2
—323 —6xr 3w
—4r +4
lr +4

por lo tanto s(z) = 3z,r(x) = lox +4

En general y salvo que se especifique lo contrario, vamos a restringirnos a anillos de poli-
nomios A[z]| construidos a partir de cuerpos A.

Teorema:
Los polinomios cociente, s(z), y resto, r(x), son nicos.

Demostracion:
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Supongamos que p(x) = si(x) - q(z) + ri(x) = sa(x) - () + ro(x), entonces tendremos
que 0 = [s1(x) — s2(2)] - q(2) + [r1(x) — ra(z)]

Si s1(x) — s9(x) # 0 entonces el grado del primer término es mayor o igual que el grado de
q(z), pero el primer miembro de la ecuacion no tiene grado, asi que gr([s;(z) —s2(z)]-q(x)) =

gr(ri(x) —ry(x)) < médx(gr(ri(x)), gr(ra(z))) < gr(q(z)).
Esto estd en contradiccion con gr([si(x) — sa(x)] - ¢(x)) > gr(q(z)) que seria el caso si

s1(x) — so(x) # 0.
Por lo tanto, dado que llegamos a una contradiccion tiene que cumplirse que s1(z) — so(z) =
0= s1(z) = so(z) y ri(x) — ro(z) = 0= r1(z) = ra(x)

5.4. Ideales en A[x]

Proposicion:
Si I # {0} es un ideal de Alz], entonces I = {f(x)- g(z) tal que f(z) € A[z]}. Por lo
tanto, los tnicos ideales de A[z] son los multiplos de un determinado polinomio fijo.

Se llama polinomio generador del ideal I al g(x) € Alz] tal que todos los elementos de [
son miultiplos de g(z). Al ideal generado por g(x) lo denotaremos por [g(z)].

Si exigimos que g(x) sea monico, entonces g(z) es tnico.

Demostracion:

Sea g(x) € I un polinomio de grado minimo y tomemos s(x) € I con gr(s(z)) > gr(g(z)).
Por el teorema de la division tenemos que s(z) = g(z)-q(x) +r(z) con r(z) =006 gr(r(z)) <
gr(g(z))

Como I es ideal, entonces g(x) - q(z) € I,Vq(x) € Alx]

Como s(z) € I'y g(z) - q(x) € I, entonces s(z) — g(z) - ¢(x) € I, por tanto r(z) € I

Pero hemos tomado g(z) de grado minimo en I, asi que r(z) = 0 ya que no puede cumplir
que gr(r(z)) < gr(g(z))

Por lo tanto, Vs(z) € I podemos escribir s(z) = g(z) - ¢(x) con ¢(x) € Alz] y g(x) de
grado minimo en [
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5.5. Divisor de un polinomio

5.5.1. Definicion

Sean p(x),q(x) € Alx] con g(z) # 0, se dice que ¢(z) divide a p(z) o que ¢(x) es divisor
de p(z) si p(z) = q(x) - s(x) para algin s(x) € Alx]. Se denota por ¢(x)|p(x)

Ejemplos:
1. En R[z] tomamos p(z) = 2® + 2? + v + 1,q(x) = = + 1, g(x) divide a p(z) ya que
Js(x) = 2% +1 € R[z] con p(z) = q(z) - s(x)

2. En Z3[z] tomamos p(z) = 22° + 1,q(x) = 2z + 1, ¢(x) divide a p(z) ya que Js(z) =
r? 4+ x + 1 € Zs3[x] con p(z) = q(x) - s(x)

5.5.2. Maximo comun divisor

Definicion:
Se dice que d(z) € Alx], donde A es un cuerpo, es el mdzimo comin divisor de p(z) y
q(z) si:

i. d(z) es monico
i. d(z)[p(r) y d(z)[q(x)
iii. si Vh(x) € Alx] tal que h(z)|p(z) y h(z)|q(z), entonces h(z)|d(x)

El maximo comun divisor de dos polinomios es el polinomio moénico de grado més alto
que divide a ambos polinomios.

Exigimos que el maximo comiin divisor sea ménico para que sea Unico.

Si A no fuese cuerpo no podriamos simplificar para obtener un polinomio monico, ya que
puede ocurrir que A[z] tenga divisores de cero (y por tanto no se pueda simplificar).

Proposicion:
Sean p(z), q(z) € Alx] dos polinomios fijos, entonces I = {p(z) - r(z) + q(z) - s(x),Vr(z), s(z) € Alz]}
es un ideal de A[x] y lo denotaremos por [p(z), q(z)]

Demostracion:
Dados ai(x) = p(x) - ri(z) + q(x) - s1(x), as(x) = p(x) - ra(x) + q(x) - so(x) € I, tenemos
que
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Loay(2) — ag(x) = (r1(x) = ra(2)) - q(2) + (51(2) — s2(2)) - q(w) €
2. Vh(z) € Alz], ar(x) - h(x) = p(x) - (r1(z) - h(x)) + q(2) - (s1(x) - h(x)) € 1

Por lo tanto [ es un ideal.

Observacion:

Si [ es un ideal generado por p(z) y q(z), osea, I = {p(x) - r(x) + q(x) - s(z),Vr(z), s(x) € Az},
existird un polinomio d(z) tal que I = [d(z)]. Por tanto, d(x)|p(z) y d(z)|q(z) ya que
d(z)|p(x) - r(x) + q(x) - s(x). Ademas, como d(z) € I, tendremos que d(x) a
q(z) - b(z). Si h(x) divide a p(x) y a ¢(x) se cumplird que h(x)|d(z), ya que p(x) = my(z) -
h(z),q(x) = mo(z) - h(z) = d(z) = h(x) - [a(x) - my(x) 4+ b(z) - ma(z)]. Por lo tanto, d(z) es

el maximo comun divisor de p(z) y q(z).

5.5.3. Algoritmo de Euclides (calculo del maximo comun divisor)

Proposicion:

Sip(z) = q(z)-s(z)+r(z) es la division entera de p(x) por g(x) # 0, los ideales [p(z), ¢(z)]
y [¢(x),r(x)] coinciden.
Demostracidn:

L. Sea f(x) € [p(x), q(x)] = Jar(x), az(x) € Alz] tal que f(z

) = )
Como ademas p(x) = q(x)-s(z)+r(x) = f(z) = a1 () [q(z)-s(x)+7r(z)]+az(x)-q(z) =
[a1(z)-s(z)+az(2)]-q(x) +ai(zx) r(z) = f(z) € [q(x), r(z) )

I
2. Por otro lado, si g(z) € [q(z),r(z)] = Fbi1(x), by(z) € Alx] tal que g(z) = by(x) -
by(x) - ()
Como p(x) = q(z)-s(x )+T(I) =>7“(SC) = p(z) —q(z)-s(z) = g(x) = by () - q(x) +ba(z)-
[p(x) — q(x) - 5(x)] = b ) + s(z)] -
lq(x), r(z)]  [p(x), ()

Teniendo en cuenta que [p(x),q(z)] C [g(z),r(x)] y que [¢(z),r(x)] C [p(x),q(z)], en-
tonces [p(), ¢(x)] = [q(z), r(z)]

Si seguimos con este procedimiento llegamos a obtener resto nulo y, por tanto, el polinomio
generador del ideal.

Ademas hemos visto que dicho polinomio es el maximo comun divisor (si d(z) es el maximo
comun divisor de p(z) y ¢q(z), entonces [d(x)] = [p(x), ¢(x)])

=
D
S~—
=
D
=
N
=)
S~— —
D

~—
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p(z) = q(zx) - so(z) + ro(x) = [p(x), q(z)] = [g(z), ro(z)]
q(x) =ro(z) - s1(x) +r1(z) = [g(z),r0(2)] = [ro(z), 71(2)
ro(z) = r1(z) - s2(x) + r2(x) = [ro(x), r1(x)] = [r1 (), r2()]

;”z‘—l(x) =ri(2) - si41(x) + riga () = [rica(@), ri(2)] = [ri(@), rig1 ()]

ri(z) = riga(z) - sipe() + 0 = [ri(z), rip (2)] = [riga(z)
Entonces ;41 () es el méaximo comun divisor de p(z) y q(x)

Observaciones:

| = [p(z), q()]

El procedimiento es equivalente al algoritmo de Euclides para nimeros enteros.

Por lo tanto, m.c.d. = 12 ya que es el ultimo resto distinto de

Ejemplo de wamenas enteros:
m.c.d.(480, 324)
1 J2 [13
| 480 [ 324 [ 156 | 12 ] 0
324 312 12
156 12 36
36
0

Ejemplos de polinomias:

1. m.cd.(z" + 32® 4 32 +

T+ 2,2° +22% + 1) en Q[z]

—x 1
|a' +3° +32% o +2 | ¥+ 2022 +1 |2 +1 [—2—1]2 0
2t 22 + o >+ 2?+r —x
x® + 322+ 2 20—z +1 —ax+1 -1
x4+ 222 + 1 202 + 2 —r—-1 -1
2+ 1 —xr—1 2 0
Por lo tanto, tenemos m.c.d. = 2, como Q es un cuerpo, podemos normalizar para

obtener el polinomio moénico, asi que m.c.d. =1

2. med.(x® + 2%+ + 1,22 + 2) en Zs[z]
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r+1 | 2x+1
Dt +1 22 +222+210
x° + 2x 2’ +u
22+ 2r+1 2 + 2
2+ 2 2x + 2
20+ 2 0

Tendremos que m.c.d. = z + 1, lo hemos hecho moénico (normalizado), ya que Zs es
cuerpo. Para normalizarlo hemos multiplicado por 2.

Observacion:
Si d(z) es el méximo comun divisor de p(z) y ¢(z), entonces [d(z)] = [p(x), q(x)], por lo
tanto d(z) € [p(x), q(x)], asi que Jai(x), asz(x) € Alx] tal que d(x) = a1(x) - p(x) +az(x) - q(x)

Ejemplo:

Usando los polinomios del ejemplo anterior:

(a) ¥+ 224+2+1=(z+1)(2?+2)+204+2 = 23+ 22 +2+1—(z+1)(2? +2) =22 +2 =
p() q(x)

-

7 N\

——
r+1=2"+2+2+1)+ (x + 1)(2* +2)

b) 22 +2=022+1)22+2) =222x +2)+20+2 =22 +2-222x +2) =22 + 2 =
20+2 =22+ 2+x(2x+2) = 2+ 2+ z[(P +2? + o+ 1) +2(x+1)(z* +2)] = (22 +2)[1+
2r(z+ 1)+ (P + 22 +r+ ) =>2+1=2+z(z+1)](z*+2)+ 2z(* + 2> + 2+ 1) =

q(z) p(z)
—N— s -\ N
r4+1=%4+2+2)(2*+2)+22(2* + 22 + 2+ 1)

Podemos ver que la descomposicién no es tnica.

5.5.4. Polinomios primos
Dados dos polinomios p(z), q(z) € Alz| se dice que son primos entre si cuando el maximo

comun divisor es 1.

Observacion:
Si dos polinomios p(z) y ¢(z) son primos entre si, entonces [1] = [p(z), ¢(x)], por lo tanto
1 € [p(x), q(2)], asi que a1 (), az(z) € Alz] tales que ai(z) - p(x) + az(z) - ¢(x) =1

Ejemplo:
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p(r) =2 +x+1€Qla],q(x) = 2° + 2 € Q[a]

x 1
1 r+1 373
|’ +a+1][2+2]2—1]3 0
% 42 -z x
r—1 r+2 -1
r—1 -1
3 0

El méximo comun divisor es m.c.d = 1 (hemos normalizado ya que Q es cuerpo), por lo
tanto, p(x) y ¢(x) son primos entre si.
P?Hr+1=12*+2)+(x—-1) | 2*+2x+1-1@*+2)=(x—1)
x2+2:(:c—1)(:c+1)+3} 2 +2—(z—1D(x+1)= };\'
3=—(z+D)[(x*+x+1)—(a*+2)]+ (224+2) = 3 = —(z+1)(2? +x+1)+(x+2)(x2+2) =
a1 (z) az(x)

—— p(x) —_— ()
= (2 N e (2422 2
=——-—=|(z*+=x — 4= |(x
3 3 3 3
Proposicion:

Sea d(x) = m.c.d.(p(x), q(z)) y definimos p(z) = d(x)-ai(x) y ¢(z) = d(x)-az(x), entonces
aj(x) y as(x) son primos entre si.

Demostracion:

Sabemos que dado d(x) = m.c.d.(p(z),q(z)) = TIr(x),s(x) € Alx] tal que d(z) =
r(z) - p(x) + s(x) - q(z).
Como hemos definido p(z) = d(z) - a1(x) y q(x) = d(z) - as(z), entonces d(z) = r(z) - d(z) -

aj(x)+s(z) - d(z) - as(z) = d(z) = [r(z) - a1 (z) + s(x) - az(x)] - d(x) = (como Alz] es dominio
de integridad)= r(x) - a1 (x) + s(z) - as(x) = 1, por lo tanto ai(x) y as(z) son primos entre si.

Eremplo:
Vimos que x +1 =m.cd.(z®+ 2> + o+ 1,22+2) yx+1 = (2 + 2+ 2)(2® + 2) + 2z(2* +
?+x+ 1), vamos demostrar que 24+ x+2 y 2x son primos entre si

z+1 %
(Pxz+2|x |20
x? x
T+ 2 0

x
2
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Teorema de Euclides:
Sean p(z) y q(x) dos polinomios primos entre si y sea h(x) otro polinomio tal que

p(x)]g(x) - h(z), entonces p(z)|h(z)

Demostracion:

Como p(z) y ¢(x) son primos entre si, entonces Ja, (), az(x) € Alz] tal que p(z) - a1 (z) +
q(z) - az(x) = 1 = h(z) - p(z) - a1 (x) + h(z) - q(x) - az(z) = h(z)

Como p(x) divide a h(z) - p(x) - a;(z) y también a h(z) - ¢(x) - az(x) ya que por hipotesis
divide a h(z) - (), entonces p(z) divide a h(x), ya que divide a la suma h(z) - p(x) - a1 (z) +
W) - q(x) - az(x)

5.6. Minimo comtn miltiplo

Proposicion:
Dados dos polinomios p(z), ¢(x) € Alx], existe m(x) € Alx] tal que m(x)-d(z) = p(x)-q(z)
con d(z) = m.c.d.(p(z), q(x)).

Demostracion:

Como d(z) = m.cd.(p(x),q(z)) = Fai(x),asz(x) tal que p(z) = ai(x) - d(x),q(z) =
as(x) - d(z) con m.c.d.(ar(x),as(z)) =1
Sea m(x) = a1(z) - az(x) - d(x), entonces m(x) - d(z) = ai(x) - d(z) - az(z) - d(x) = p(x) - q(z)

Definicion:
El polinomio m(x) € Alz] tal que m(z) - d(z) = p(z) - ¢(x) con d(x) = m.c.d.(p(x), q(x))
se denomina minimo comin mailtiplo de p(x) y q(z), m(x) = m.com.(p(z), ¢(z)).

Veamos que m(z) es multiplo de p(z) y de ¢(x) :
i. Como p(x) = a1 (x) - d(x) = m(x) = p(x) - az(x) = p(z)|m(z)
ii. Como q(x) = ax(x) - d(x) = m(x) = q(x) - ar(x) = q(x)|m(z)

Veamos ahora que m(z) es el minimo comin multiplo, esto significa que Vn(x) € Afz] tal
que p(z)|n(x) y q(z)|n(x), entonces Ft(x) € Alz] tal que n(x) = m(x) - t(x)

= 3ty (z) € Alz] tal que n(x) = t,(z)-p(z) y como q(x)|n(x) = Its(z) €
to(x) - q(x), entonces n(x) = t1(x) - a1(z) - d(z) = ta(x) - as(x) - d(z) =
(x)-as(z)-d(x) = (como Alz] es dominio de integridad) = t1(x)-a,(x) =

Como p(x)|n
Alx] tal que n(

())
ti(x)-ai(2)-d(z) =1
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to(z) - as(x) = a1 (z)|t2(x) - az(x)

Como m.c.d.(a;(x),az(x)) = 1, tendremos que a;(x)|t2(x), por lo tanto Ja(x) € Alx]

——
tal que to(z) = a(z) - a1(x) = n(z) = ta(x) - ax(z) - d(x) = a(x) - a1(z) - az(x) - d(x) =
m(x)

a(x) - a1(x) - q(z) = a(z) - m(x) = m(z)|n(z), como queriamos demostrar.

Ejemplo:

Calcular el m.com.(2® + 2% + x4+ 1,27 + 2) en Zs[x]

r+1 [2x+1
|+ +ao+1]2"+2[2042]0
23+ 2z ?+
El m.c.d.(a3 2 1,22 +2) = 1=
P e 573 m.ed(x®+2*+o+1,2°+2) =0+ d(z)
x® 42 22 + 2
2x + 2 0

Como p(z) - q(z) =m(x) -d(z) = 2° +2* + 20+ 2 =m(z) - (x + 1) =

4t +2r+2 | z+1

x5+t xt+2

20+ 2 Por lo tanto m(z) = 2* +2 = m.com.(2® + 2° + v + 1, 2% + 2)
20+ 2

0

5.7. Polinomio irreducible

5.7.1. Definiciones

Definicion:
Sea un polinomio p(x) € Alx] de grado diferente de cero, se dice que p(z) es irreducible
en Alz] si sus tnicos divisores son a y a - p(x), con a € Alz].

Ejemploy:
1. p(x) = 22 — 2 es irreducible en Q[z], pero no en R[z], ya que p(x) = (v —v/2)(z +/2)

2. p(x) = 2% + 1 es irreducible en Q[z] y en R[z], pero no C[z] (ya que podemos escribir
p(z) = (z +1i)(x —10)), ni en Zs[z] ya que p(z) = (x — 2)(x + 2) en Z;[z]
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Observacion:
La irreducibilidad depende del anillo de polinomios que se considere.

Definicion (otra definicion de irreducibilidad):

Sea A un anillo conmutativo con unidad, un polinomio p(x) € A[z] que no sea invert-
ible en A[z] se dice que es irreducible en A[x] si para toda descomposicion de la forma
p(z) = q(x) - s(x) con ¢(x),s(x) € Alz], se tiene que o bien ¢(z) o bien s(z) son una unidad
de Alz]

Observacion:
Los polinomios irreducibles en un anillo de polinomios juegan el mismo papel que los
nimeros primos.

Proposicion:
Todo polinomio p(x) € A[z] de grado mayor que 0 es producto de polinomios irreducibles.

Demostracion:
1. Si p(z) es irreducible, ya esta hecha la factorizacion.

2. Si p(x) es reducible, tiene divisores de grado menor, entonces p(x) = ai(x) - p1(x). Se
repite el proceso hasta obtener un producto de polinomios irreducibles.

5.7.2. Raices de un polinomio (o ceros de un polinomio)

Sea A un cuerpo, dado un polinomio p(z) € Alz], se dice que a € A es una raiz de p(x)

si p(a) = 0.
A este proceso de calcular p(a) se le denomina evaluar un polinomio p(z) en a.

Proposicion:
Sea A un cuerpo, si p(z) € Alz] y a € A, entonces ¢(x) = x — a divide a p(x) si y solo si
p(a) = 0.

Demostracion:

Si(x—a)|p(z) = Js(x) € Alz] tal que p(x) = s(z)-(x—a) y por tanto p(a) = s(a)-(a—a) =
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Por el teorema de la division entera podemos escribir p(x) = s(z) - q(x) + r(z) con
gr(r(z)) < gr(q(x)) 6 r(z) = 0.
Si tomamos ¢(z) =z —a = p(x) = s(x) - (x —a) + r(z) con gr(r(z)) < gr(q(z)) =1 =
gr(r(z)) =0= r(x) =b € A, porlotanto p(z) = s(z)-(x—a)+b = p(a) = s(a)-(a—a)+b =1
Como ademés hemos supuesto que p(a) =0=p(a) =b=0=0=0= ¢q(r) = v — a divide
a p(v)

Definicion de multiplicidad:
Dado un polinomio p(z) € A[z] con A un cuerpo, si (z — a)" con n € N divide a p(x) y
(x — a)"™! no divide a p(x), se dice que la raiz a tiene multiplicidad n.

Ejemplo:
a = 1 tiene multiplicidad 1 para p(z) = 2* — 1 en Q[z| y multiplicidad 2 para q(z) =
2 — 2z + 1 en Q[z]

Proposicion:
Sea A un cuerpo, dado el polinomio p(z) € A[z] con gr(p(z)) = n > 1, entonces p(x)
tiene a lo sumo n raices en A[z] contando cada raiz tantas veces como indica su multiplicidad.

Demostracion:

Supongamos que p(x) tiene m raices, aj,as, -+ ,a,, por lo tanto (x — a;)|p(x),i =
Lo om=px)=(r—a) (x—ay) - (r—ay)-blx) con b(z) € Alz], como gr(p(z)) =
m + gr(b(z)) = n =m + gr(b(x)) = n > m, entonces el numero de raices es menor o igual
que el grado.

Observacion:

Es necesario imponer que A sea un cuerpo para que se cumpla la proposiciéon anterior
ya que, por ejemplo, p(z) = (z — 2)(x — 3) en Zg[z| tiene como raices 2 y 3 pero también 0
y 5, mientras que gr(p(z)) = 2 (esto es debido a que Zg no es un cuerpo, por tanto Zg[z] no
es dominio de integridad).



5.8 Criterios de irreducibilidad (en Clz|, R[z], Q[x] y Z,[z]) 83

5.8. Criterios de irreducibilidad (en C[z], R|x], Q|x] y Z,[z])

5.8.1. Irreducibilidad en C|z]

Teorema fundamental del Algebra:
Todo polinomio p(x) € C[z] no constante tiene al menos una raiz en C

Proposicion:
Todo polinomio p(z) € C[z] con gr(p(z)) =n > 1 tiene n raices en C[z] (contando mul-
tiplicidad).

Proposicion:
Un polinomio p(z) € C[z] es irreducible en C[z] si y solo si tiene grado 1.

Por lo tanto, dado p(x) € C[z| con gr(p(z)) = n, entonces p(x) = k(z—a1)(xr—az) - - - (v —
ap)con k€ Cya; € C,i =1,--- n raices de p(z)

Proposicion:
Si un polinomio p(z) con coeficientes reales tiene una raiz compleja a, entonces su conju-
gado @ también es raiz de p(x)

Demostracion:

Sea p(r) = co + 1z + cow? + -+ + ™ con ¢; € Rii = 0,--- .nyseaa e C tal que
pla) =0=cy+cia+ca®+---+cpa” =0

Tomamos el complejo conjugado de la expresion anterior co + cia + cza? + - - - + c,a™ =
0=0Co+c-a+c-a’+ -+ -a"=0=co+ca+ca+--+ca” = 0= p(a) =0, por
lo tanto @ también es raiz de p(x).

5.8.2. Irreducibilidad en R|z]

Proposicion:
Si p(z) € R[z] es irreducible en R[z], su grado es 1 6 2. Ademas si su grado es 2 y p(x) es
irreducible, entonces p(z) = az? + bxr + ¢ cumple que A = b* — dac < 0

Demostracion:

Obviamente todo polinomio p(x) € R[z] de grado 1 tendra la forma p(x) = ax + b y por
tanto sera irreducible.

Si p(z) = az® + bz + ¢ € R[z], que es de grado 2, es irreducible, entonces no tendré raices
reales. Sin embargo, acabamos de ver que si consideramos p(x) € C[z], tendra 2 raices comple-
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jas y ademas al tener coeficientes reales, si s = a+ [3i es raiz de p(z), entonces s = a— i tam-
bién sera raiz de p(z) con 3 # 0. Por lo tanto, p(z) = m(z—s)(x—3) = m(z*>—(s+35)x+53) =
m=a
m(z? — 2ax + o + B%) = ax® + bx + ¢ = —2moa = b —2a =
ma?+p%) =c | a?+ 5% =
Como tenemos que exigir que 3 # 0= 5> > 0= o’ + %> > o = 4(a® + %) > 40* =
2
c b
4= > (—) = b* — 4ac < 0
a a

Por lo tanto, para que un polinomio p(z) de grado 2 sea irreducible en R[z]| tenemos que
exigir que A = b? — 4ac < 0

Ejemplo:

= p(z) = 2? + 22 + 1 es reducible en R[z] ya que b* — 4ac > 0 = p(z) = (z + 1)?

Il
Qo Q

= p(z) = 22 — 22+ 2 es irreducible en R[z] ya que b* —4ac < 0 = p(z) = [z — (1 +1i)][x —

(1—1)]
Si gr(p(z)) > 3y s € C es una raiz de p(z), entonces:
i. si s € R, entonces (x — s) divide a p(x) y por tanto p(x) es reducible

ii. sis=a+bi € C= (r—s)(xr—73) divide a p(r) y por tanto (2* — 2ax + a® + b?) divide
p(z) y p(x) es reducible

5.8.3. Irreducibilidad en Z[z] y en Q[z]

Proposicion:
Sea p(r) = ag + a1@ + asz® + - - - + a,2" € Q[z] un polinomio con coeficientes en Z.

a
Si 7 o5 una raiz de p(x) con a y b primos entre si (a,b € Z), entonces alag y blay,.

Observacion:
Si a es una raiz entera de p(x), entonces alay.
Demostracion:
a a a
Seagralzdep():>ao+a1b+a2<b> +a"(5> —0=
n—1

an@" 4 - -+ axa®b" " + arab™ "t + agh™ = 0 = a(aya
al(—apb™), como a y b son primos, entonces alag.

b agab™ ? Fah" ) = —aph" =
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Ademas, a,a™ + (ap_1a" 1+ -+ agab™? + a1 + agh™ )b = 0 = bla,a”, como by a
son primos, entonces b|a,,.

Observacion:
Un polinomio p(z) moénico (a, = 1) con coeficientes enteros no tiene raices fraccionarias.

Definiciones:

1. Sea p(z) = ap + a1@ + asx® + - - - + a,a™ € Z[z], se define contenido de p(z) al méximo
comun divisor de sus coeficientes, C(p) = m.c.d.(ag, a1, , ay)

2. Se dice que un polinomio p(z) € Z[x] es primitivo si su contenido C(p) = 1, o sea, si
todos sus coeficientes son primos entre si.

Criterio de irreducibilidad de Fisenstein:

Sea p(z) = ap + a1x + agx® + - + a,z™ € Z[x] un polinomio primitivo con coeficientes
enteros tal que existe p € Z primo que divide a a; con ¢ = 0,1,--- ,n — 1, pero no divide a
a, y ademas p® no divide a ag, entonces p(z) es irreducible en Z[z]

Demostracion:

Por reduccién al absurdo:

Supongamos que p(x) es reducible en Z[z], entonces p(x) = q(z) - s(x) con q(x) = by +
b1z + box?® + -+ - + bt s(x) = co + 17 + ca? + - - - + ¢,x* € Z[z], multiplicando e igualando
coeficientes tendremos que ay = byco, a, = bycs

Supongamos que existe p € Z primo que divide a a; con ¢ = 0,1,--- ,n — 1, entonces
plag = plboco, por tanto, o bien p|by o bien p|cy. Supongamos que plby (el razonamiento es
similar si p|cg), como ademéas p{ a,, = p1b,cs = p1t b,

Sea j el primer indice entre 0 y ¢ tal que p { b; = 0 < j < ¢ y por tanto p|b; con
0 <i < j—1. Ademas sabemos que j < ¢+ s =n (ya que s > 1).

aj
A

=~

Como hemos supuesto que pla; para 0 < j < nentonces p|(boc; + bicj—1 + -+ -+ bj_1¢c1 + bjco)
Como ademas p|b; con 0 <14 < j—1, tendremos que p|b;c;_; y por tanto p|(boc; +bic;—1 +
-+ bj_lcl).
Teniendo en cuenta ambas cosas, tendremos que p|(a; — (boc; +bicj—1 + -+ bj_1c1)) =
plbjco. Por lo tanto, como p { b; = plco.
Por otro lado, sabfamos que p|by = p*|boco = p?|ag, que contradice la hipotesis del enun-
ciado, asi que p(x) es irreducible en Z[z]
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Ejemplo:

p(x) = 2* — 32% 4+ 6z + 3 es irreducible en Z[z] ya que cumple el criterio de Eisenstein
para p =3

Sin embargo, z° + 4 es irreducible en Z[z] aunque no cumple el criterio de Eisenstein, ya
que el criterio de Eisenstein asegura que un polinomio sea irreducible, pero que no se cumpla
no significa que el polinomio sea reducible.

Al contrario que en Clz] y R[z], es posible encontrar polinomios irreducibles en Z[z] y
en Q[x] de cualquier grado, por ejemplo " +p con p > 0 primo es irreducible en Z[x] y en Q[z].

Lema de Gauss:
Si p(x) y q(x) son primitivos en Z[x] entonces p(z) - ¢(x) también lo es.

Dados dos polinomios p(z) y ¢(x) en Z[z]|, podemos escribir p(z) = C(p) - p'(z)
q(x) = Clq) - ¢'(z) con p'(z) € Zlz] y ¢'(x) € Z[z] primitivos, por lo tanto p(z) - q(z)
Cp)-Cla)-p'(2)-¢(x) = Clp-q) = Clp) - Clg)

[|

Proposicion:
Sea p(z) € Z[z| primitivo, p(x) es irreducible en Q] siy solo si p(z) es irreducible en Z[z]

Demostracion:
Por reduccién al absurdo:

Supongamos que p(x) es irreducible en Q[z] y es reducible en Z[z], entonces p(x) =
q(x) - r(z) con g(x) y r(x) primitivos, por lo tanto C(q) = C(r) = 1. Ademas gr(q(z)) > 1
y gr(r(z)) > 1, por lo que p(z) = q(x) - () seria también un factorizacion en Q[z], asi que
p(z) seria reducible en Q[z] y esto seria absurdo.

Supongamos que p(z) es irreducible en Z[x] y que p(x) = ¢(x)-r(z) es una factorizacion en
Qlz] (con factores que no son unidades), entonces q(z) = —¢'(x) con ¢/(z) € Z[x] y primitivo,

por lo que ¢/(x) divide a p(z), entonces p(x) seria reducible en Z[x] y esto seria absurdo.

5.8.4. Irreducibilidad en Z,[z]

Proposicion:
Existen p polinomios lineales irreducibles monico en Z,[z]| (con p primo) de la forma x +a
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Ejemplo:

En Zs[z] los polinomios lineales irreducibles moénicos son x,x 4+ 1, x + 2

Proposicion:

2 _
Existen polinomios cuadraticos monicos irreducibles en Z,[z] (con p primo)
Demostracion:
Supongamos que z%+a;r+ay € Z,|x] es reducible, entonces z°+a;x+ag = (z—r)(x—73)
Si ry # ro, hay P P = plp—1) combinaciones distintas.

2]~ (p—2)12 2
Si 71 = r9 hay p posibilidades.
—1 +1 . . .

Por lo tanto, habra un total de ]M +p= 7% polinomios reducibles.

Como el niimero total de polinomios moénicos de la forma z? + a1z + as es p?, el nimero
plp+1) _p*—p
2 2

de polinomios cuadraticos monicos irreducibles es p? —

Ejemplo:
9—
En Z;[x] habra

Si escribimos todos los posibles polinomios cuadraticos y los evaluamos en los posibles
valores obtenemos la siguiente tabla

= 3 polinomios cuadraticos irreducibles: 22 +1, 22 4+x+2, 22+ 22+ 2.

lp@) 22+ 1|2 +a+1 ] +2e+1 |2 +2 |’ +a+2 |2’ +2+2 |2 [ +a |2+ 22

pO) 1 1 1 2 2 2 0] 0 0
ORI 0 1 0 1 2 1 2 0
p2) [ 2 1 0 0 2 1 1] 0 2

En el caso de tener polinomios ciibicos en Z,[x], si son reducibles o bien son tres factores
lineales o bien es uno lineal y uno cuadratico, asi que miraremos si hay algin valor lineal que
sea raiz (o sea, miramos si entre 0 y p — 1 hay alguna raiz).

Ejemplo:

p(z) = 2% + 222 + v + 1 en Z3[x], como p(0) =

p(z) = 2% + 222 + 2 + 2 en Zs[z], como p(0) =
reducible ya que 1 es una raiz, por lo tanto p(x) =

1,p(1) = 2,p(2) = 1, sera irreducible
2,p(1) = 0,p(2) = 2 sabemos que sera
(x —1)g(z) = q(z) =22 + 1

Los polinomios de orden 4 en Z,[z] pueden ser productos de factores lineales o de factores
cuadréticos (irreducibles), asi que primero miraremos si hay factores lineales (buscaremos
raices) y luego buscaremos factores cuadraticos.
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Ejemplo:

p(z) = z* + 1 en Zs[x]

p(0) = 1,p(1) = 2,p(2) = 2, por lo tanto no hay factores lineales

p(z) = (22 + a1 + b1) (2 4 agx + ba) = 2* + (a1 + a2)x® + (b1 + ba + ar1a2)2” + (a1by +
a) + as = 0

b1+b2+a1a2 =0

&le)l’ + blbg = a1b2 4 a2b1 —0

biby =1
o blzl,bgzl
ComOblb2_1:>{b1:2,b2:2

ay = 1, a9 = 1
ay = 2, a9 = 2
a1 + as = 0 es imposible que se cumpla ninguna de las dos condiciones anteriores.
ap = 2, a9 — 1
ap = 1, a9 — 2
son compatibles con a; + as = 0 y con a1bs + asb; = 0 y representan la misma factorizacion:
pl)=zt+1=(?+22+2)(2* +x+2)

Siby =1, =1 =24+aa, =0 = ajap =1= . Como ademas

Siby =2, =2=14+a1a0 =0= aja, =2 = . Estas dos opciones









